
§ 鴿籠原理 1 

§ 楔子 

10 幾年前，我有一個數學向來不錯的學生，他參加數學系甄。據說當時教授問

他:為什麼
23

7
一定可以化為循環小數？ 

這基本的數學原理課本不提，考試不考，老師當然不教，於是他被打敗了! 

那些年，有一本熱賣書籍叫聖經密碼，作者 Michael Drosnin 把某一版本的

聖經用電腦每隔幾個字母選取一個後排成一列，叫做等距密碼。 

結果發現許多諸如"拉賓遇刺"這樣的句子。Drosnin 在這本書裡宣稱:上帝在

聖經裡預警了幾千年後的災難。言之鑿鑿，似有所本，真教人害怕。 

培根說:所謂預言家，就是事後能解釋為什麼預言沒有實現。 

那麼，到底所謂聖經密碼是怎麼一回事 

§ 鴿籠原理 

我們用一個淺顯的釋例說明鴿龍原理:"7 隻鴿子飛回鴿籠,如果鴿籠只有 6 個,

則會有一個籠子裡至少有兩隻鴿子。" 

鴿籠原理也稱為抽屜原理或 Dirichlet 原理(P.G.L.Dirichlet 

1805-1859)，比較數學化的說法是這樣的:若把 kn+1 個物件放入 n 個盒子，

那麼一定有一個盒子中至少有 k+1 個物件。 

我們先看第一個故事。 

為什麼
23

7
一定可以化為循環小數？ 

根據除法原理:被除數=除數商+餘數 

因為餘數一定小於除數，所以你把 7 除以 23，多除幾次，就 23 次吧。 

假如餘數都不相同，則餘數是 1,2,3,...22。但是鴿籠原理說，這是不可能的，

其中一定至少有兩個餘數相同。(就是說,現在你把 23 隻鴿子飛回 22 個籠子)

餘數相同的地方就產生循環!因此，
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一定可以化為循環小數。 

 

http://www.math.sinica.edu.tw/math_media/d282/28203.pdf


§ 鴿籠原理 2 

如果我們"認定"有限小數也是一種循環小數，則我們可以說所有的分數都是循

環小數，所有的循環小數都是分數。 

§ 鴿籠原理的推廣 

第二個故事跟 Ramsey 定理有關。 

在平面上隨便畫 5 個點，任 3 點不共線，則其中一定會有 4 個點形成一凸 4 邊

形。這是匈牙利數學家 Paul Erdo s 小時候玩的遊戲。 

1935 年，他和 George Szekeres 證明了只要點數夠多，就可以找到任意的

凸 n 邊形，並且發現他的定理只不過是 Ramsey 定理的特例。 

Ramsey 定理說："不可能完全無序"。意思就是說，只要點數夠多，我們就可以

在裡面"看出"有意義的圖像。所以你可以在夜空中看到各種星座。同理,叫一隻

猩猩在打字機上亂打，只要字母夠長，你可以找到有意義的句子。 

Drosnin 用電腦做所謂等距密碼，其實道理是一樣的。 

換句話說，你用其它書也可以找到"密碼"，例如莎士比亞全集或白鯨記。 

§ 何謂 Ramsey 定理? 

集合 S 的子集 T 若有 m 個元素，稱 T 為 S 的 m-子集。 

將 S 中的 m-子集分為 S1,S2,…,St等互不相交的 t 類，任意給定不小於 m 的 t

個整數 q1,q2,…,qt,一定可以找到一個最小整數 N(q1,q2,…,qt;m)，只要 S 的

元素個數 nN(q1,q2,…,qt;m)，則 S 中必定有一子集 T，其元素個數為某一個

qk,且所有 T 的 m-子集都屬於 Sk 

拉姆西(Frank Plumpton Ramsey 1903~1930)是一個非常聰明的英國數學

家,不幸年青早逝。 

Ramsey 定理的數學形式很抽象，他本人倒是舉了一個有名的例子:世界上任意

6 個人中，總有 3 個人相互認識，或互相皆不認識。(習作 6) 

 

 

http://en.wikipedia.org/wiki/Ramsey's_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Ramsey's_theorem
http://en.wikipedia.org/wiki/Frank_P._Ramsey


§ 鴿籠原理 3 

§ 無用之用 

數學有甚麼用？這是許多人的疑問。 

另一方面，許多數學營喜歡把鴿籠原理當作一個主題。這兩者之間的平衡點在哪

裡?我想舉一個故事,也許值得參考。 

1999 年，我當數學科召集人。我拿「建中通訊徵答」給學生做，當作校內有獎

徵答。 

其中有一題如下： 

坐標平面上有相異的 10 個點，其中沒有三點在同一條直線上，每一點均為格子

點，試證明這 10 個點兩兩之間的連接線段中，必有一個異於這 10 個點的格子

點。(點 A 為格子點的意思，就是點 A 坐標(m,n)中，m,n 均為整數)(中學生通

訊解題第三期 88301) 

因為 10 個點坐標均為格子點，根據整數的奇偶性來分類，可分為(奇,偶)、(偶,

奇)、(奇,奇)、(偶,偶)四個情形，故必有二個頂點的坐標其奇偶性一樣，設

這兩個點為 A,B，則線段 AB 的中點 M 必為格子點，因為 10 點中任 3 點不共線，

所以 M 必異於這 10 點。 

這一題有兩個學生做對，其中一個是高一的學生，後來進了台大醫學系。 

我的意思是說：所謂”無用”的數學中所表現的”數學成熟度”，或者說”抽象能

力”，其實是人類智力的重要因素。 

鴿籠原理有許多極具挑戰性的習作，因此也受到一些數學營的青睞。 

 

§ 後記 

李國偉先生在"一條畫不清的界線"一書中闡述:在科學與偽科學之間畫一條清

楚的界線不是一件容易的事。 

聖經密碼一書是偽科學，可由 Ramsey 定理破解。那麼，最近電視上名嘴對於宋

楚瑜先生明年參選總統的種種預言，誰來破解呢? 



§ 鴿籠原理 4 

Ramsey 定理是鴿籠原理的推廣，這是組合學的範疇。可別小看了組合學，李國

偉先生先專攻數理邏輯，後來轉攻組合學，使台灣成為一個堅強的組合學研究團

隊而揚名國際。 

§ 習作 

1. 將 9 個正整數 a1,a2,...a9重排成為 b1,b2,…b9,則

(a1-b1)(a2-b2)…(a9-b9)必為偶數(數學的發現趣談 p.028) 

2. 任給 7 個相異整數，求證其中必有 2 數，其和或差是 10 的倍數。 

3. 在邊長=1 的正方形內任取 5 個點，試證至少有兩個點的距離小於或等於
2
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4. 從 1 到 100 的正整數中任取 51 個數，則其中會有 1 個數是另外 1 個數的倍

數(然後改成從 1 到 2n 的正整數中任取 n+1 個數) 

5. 有一袋糖果隨意分給 15 個小孩,每個小孩至少分到 1 個，證明其中必有一些

小孩所得的糖果數之和為 15 的倍數(通訊解題) 

6. 在一圓上取 6 個點,在每兩點間作連線段，如果把每個線段任意地塗成咖啡

色或藍色，則有一個三角形，它的三邊同色。世界上任意 6 個人中，總有 3

個人相互認識，或互相皆不認識。 

7. 在前 n
2
+1個自然數中,至少必定有 n+1個是有序的(由小到大,或由大到小) 

(Paul Erdo s 1913~1996)，例如把 1,2,3,4,5 作任意重排，則其中至

少有 3 個數是遞增或遞減(例如排成 1,4,5,3,2 則 1,4,5 是遞增)。 

8. 設 m 是任一偶數，m 個整數 a1,a2,...am滿足

1a1a2...amma1+a2+...+am=2m。試證:一定可以把這 m 個數分成

兩組，使得每一組的和都是 m。(抽屜原則及其他 p.66) 

9. 對於任一實數 r，存在一分數
q

p
,使得
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qq

p
r  (P.G.L.Dirichlet 原

理) 
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§ 鴿籠原理 5 

◇解答◇ 

1. 如果(a1-b1)(a2-b2)…(a9-b9)是奇數，則對 i=1,...,9,ai-bi是奇數，

則 a1,a2,…a9中奇數與偶數個數一樣多，矛盾! 

2. 考慮 10k,{10k+1,10k-1},...,{10k+5,10k-5},6 個"巢"則至少有兩

個數在同一巢 

3. 把原正方形切成 4 個全等的小正方形 

4. 1 到 100 之間奇數與偶數各有 50 個,把它們寫成 ai=2
m
bi ,其中若 ai是奇

數,則 m=0;又 bi是 1,3,5,...99裡面的數,今任取 51個數,由鴿籠原理,

存在兩個數長成 2
m
bk,2

n
bk的樣子,亦即此兩數有倍數關係 

5. 假設 15 個小孩分得的糖果數為 xi,i=1~15。令 f(k)=x1+x2+…+xk,考慮同

餘類[1],[2],…,[14](如果某一 f(k)落在[0]內,則得證);由鴿籠原理,

存在某兩個數 m,n,f(m),f(n)落在同一個籠子內,即 )15)(mod()( nfmf  ,

假設 m>n,則 xn+1+…+xm是 15 的倍數,得證。 

6. 考慮由點 1 與其他 5 點所連之線段,因為有 5 個線段,由鴿

籠原理至少會有 3 個線段同色(圖中之咖啡色),假設是

12,13,15;假設任 3 點所構成的的邊皆不同色,所以 23

為藍色,同理,35 為藍色,則在考慮 25 時得到矛盾 

7. 抽屜原理及其他,凡異出版社 p.14 

8. 抽屜原則及其他,凡異出版社 p.66 

9. 數學探奇 p.87 
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§ 鴿籠原理 6 
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