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龍騰數亦優第 11 期有一題探索題： 

圓 O 為銳角 ABC 內一定圓，在 BA


，圓 O，BC


上分別求出一點

P、Q、R，使 PQ QR RP  最短。 

基本上這是一個反射定律的題目延伸。我想以此當作這篇文章的引子。 

§01 楔子 

1999 年，大家選我當數學科主席，所謂主席就是跑腿的意思。 

我想，就做點事吧！就讓學生做建中的通訊徵答，並且邀幾個對數

學有興趣的老師做研討會。 

那天是 3 月的一個星期五，討論到一個題目：圓 C 外兩點 A、B，

求一點 P 在圓 C 上，使得 PA PB 有最小值，則 P 點在哪裡？ 

有一位老師說：連接 ,OA OB，交圓 O 於 D、C；連接， ,AC BD兩線交

於 E，連接OE ，交圓 O 於 P，也許所求的 P 點就在這裡。 

那時候，我當清大全任重教授 GSP 專案的助手不久，回家用 GSP 量了一下距離，

似乎沒錯。竟然有那麼巧的事，隔天晚上，我上 http://mathforum.org/的

數學論壇，剛好看到有人在討論這個問題。 

我一時失察，竟然把「答案」傳了上去。 

這麼說吧，就被 Dave Rusin 教授訓了回來。 

使得 PA PB 有最小值的 P 點是不能尺規作圖的(§04)。 

 

 

 

http://mathforum.org/
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§02 先看幾個反射定律的例子 

例1. 直線 L 外兩點 A、B。求 L 上一點 P 使得 PA PB 有最小值，

則 P 點在哪裡？ 

這是國中的題目，證明就省了。作 A 關於 L 的對稱點 'A ， 'A B 交 L 於 P 點，則

此時 PA PB 有最小值。 

把 L 當作一面鏡子，則光線由 A 點走到 B 點走，最短路徑。由反射定律，入射

角 =反射角，(這是希臘 Alexandria 的 Heron 發現的)。 

我們的問題就是把平面鏡改成一個圓形面鏡。 

例2. A、B 在一個角 XOY 內，在 ,OY OX 上各找一點 P、Q 使得

AP PQ QB  有最小值 

取 ', 'A B 各為 A、B 關於 ,OY OX 的對稱點，連接 ', 'A B ， ' 'A B 交 ,OY OX 於 P、

Q 即為所求。本文一開始的那一題探索題，就是把例 2 稍微延伸一下。 

例3. 當這面鏡子是個橢圓形的時候，A、B 是兩焦點，光

線由 A 射向 P，反射到 B，則入射角等於反射角也，使

得 PBPA 有最小值，在這圖形上可以看到例(1)的影

子。 

例4. 撞球檯是長方形時，問題也不見得很簡單，如果改成橢圓形，Wolfram

問了一些撞球台問題。

http://mathworld.wolfram.com/Billiards.html，這裡面還有一

些問題沒解決，值得看一下。 

§03 尺規作圖 

為什麼 20
0不能用尺規作圖？教國中的老師要怎麼說明。 

華羅庚科普著作選集中有一個善巧方便的說法。 

直尺的方程式是 x、y 的一次式，圓是 x、y 的二元二次式，尺，圓之間(或圓與

圓之間)的交點座標是一元二次或四次方程式的根，因此不會有形如 3 2 的東

http://mathworld.wolfram.com/Billiards.html
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西。 3cos3 4cos 3cos    ，取 020  ，知 cos20
0滿足 8x

3
-6x-1=0，因此

20
0不能尺規作圖。 

 

§04 回到原來的問題 

使 PA PB 有最小值的 P 點應該滿足最小作用量原理。就是使反

射定律成立，即入射角 =反射角 ，其中 L 是過 P 的切線，N

是法線。 

因此，當時有一個考題是這樣的：設 A、B 為圓 O 外相異兩點，且

線段 AB 與圓 O 不相交；若 P 為圓 O 上一點，得 PBPA 最短，試證直線OP 平

分 APB 。 

 

1999 年 Dave Rusin 教授為我們證明了 P 點是不能用尺規作圖構作的。 

Rusin 教授取 A(-1,2)，B(1,3)，我把他的證法改寫一下。 

設 P(x、y)，則 1
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展開化簡後得 x
2
-y

2
-14xy+5x=0 與 x

2
+y

2
=1 聯立，消掉 y，得 

2 2 2(1 ) 5 14 1x x x x x     ，兩邊平方，化簡得 200x
4
+20x

3
-175x

2
-10x+1=0 

Dave Rusin 教授說 f(x)=0 的 Galois 群是 S_4，這是怎麼回事? 

我寫信向康明昌教授請教，以下是康教授的回信。 

You can use the following reference: 

P. Morandi, Field and Galois theory,Springer GTM vol.167, 

Theorem 13.4(page 126) and Theorem 15.2 (page 144). 

Instead of considering the equation 200x^4+...=0,you may 

consider its reciprocal polynomial f(x)=x^4–10x^3-175x^2 

+20x+200  

Let u be a root of of f(x)=0,K=Q(u),L be the normal closure 

of K over Q 

Let G be the Galois group G over Q, i.e. G=Gal(L/Q). Note that 

[K:Q]=4 because f(x) is irreducible over Q。 

Let H be the subgroup of G such that K= L^H,the fixed field 

for H.  
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By Theorem 15.2,u is constructible by ruler and compass if 

and only if there is a subgroup H' such that H<H'<G with 

[G:H']=[H':H]=2。 

To compute G,use Theorem 13.4 .It is easy to show that r(x) is 

irreducible (by some technique similar to Eisenstein 

criterion or reducing modulo some suitable prime number p) 

where r(x) is defined in Theorem 13.4.  

By Theorem 13.4 G is either S_4 or A_4. In either case, there 

is no subgroup H of index 4 satisfying the condition there 

is some subgroup H' of index 2 in G with H'>H. Hence u is not 

constructible。 

By Theorem 13.4 G=S_4 if and only if the discriminant of r(x) 

is not a square in Q. It is not difficult to check where the 

discriminant is or is not a square。 

取 200x
4
+20x

3
-175x

2
-10x+1=0 的倒根方程式

f(x)=x
4
-10x

3
-175x

2
+20x+200=0，假設 u 是 f(x)=0 的一根，K=Q(u) ，

因為 f(x)在 Q 中不可約，所以[K:Q]=4，由定理 13.4，f(x)=0 的 Galois

群是 S-4 或 A-4，兩者都不存在 index 4 的子群 H，使得 H 有子群， 'H 滿足

'H H G  且[ : '] [ ' : ] 2G H H H  ，由定理 15.2，u 為不可尺規作圖。 

最後剩下一件事，f(x)在 Q 中為不可約，這一點就算是一個習題吧。 

§後記 

1999 年 3 月的一段「公案」，一直擺在心中，一晃 10 多年，因為龍騰數亦優

第 11 期的探索題使我起心動念想把這件事作一個了斷，也感謝康明昌教授的熱

心回覆。 

Galois 20 歲就因為決鬥身亡，我曾問師父，何以有人其思想得領先數學界 100

多年。師父說：過去、現在、未來如何分別？凡夫何此一問。 

§ 參考資料 

1. 在相同介質內，光走最短路徑是最小作用量原理。最小作用量原理到底是誰

先提出來的?是 Euler(數學與猜想 p.131)，還是 Pierre L.M. de 

Maupertuis？(西方文化中的數學 M Kline 著 p.235)，其實並不重要，”

真理就在那裡，我們只是去發現”，這叫作柏拉圖主義。 



§ 反射定律與尺規作圖 

By Jmath 

5 

2. 若 A，B 在圓 O 內部，在圓 O 上找一 P 點，使得OP 平分 APB ，亦即在圓形

撞球台中 A，B 兩點各放一個撞球，由 A 撞到球台邊 P 點，彈回撞到 B 點上

的球，所以稱為撞球台問題。這個問題最早是托勒密在公元後 150 年提出的，

後來稱為 Alhazen 撞球台問題，以紀念阿拉伯學者 Alhazen 在光學上的貢

獻。Elkin 1965，Reide 1989，Neumann 1998 先後對這個問題有研究。 

3. 費因曼物理學(第 2 部 上冊)徐氏基金會 p.357----最小作用量原理 

4. 數學與猜想(G.Polya) 九章出版社 p.154  

5. 數學與發現(G.Polya) 九章出版社 p.158 有力學解釋，其間提到 Fermat

以光速為有限，可以解決反射問題，亦即，"假設光速為有限"並不是愛因斯

坦的創見。 

6. 數學傳播季刊 第 10 卷第一期 p.5  

7. 數學傳播季刊(1)14 期第 2 卷，(2)15 期第 2 卷，(3)17 期第 4 卷 

8. 解析幾何學，立體解析幾何學(楊維哲)(三民書局) 

9. 100 Great Problems of Elementary Mathematics by Heinrich 

Dorrie p.197 

10. 科學人月刊 2003/01 p.126 完美出桿解答 

11. 華羅庚科普著作選集 p.202 

12. Topics in Algebra (I.N.Herstein) p.229 Construction with 

Straightedge and Compass 

13. 代數(康明昌)(聯經出版社) 

14. http://mathworld.wolfram.com/SolvableGroup.html 

§ 習作 

1. 已知 A(2,0)，B(-2,0)是橢圓 T 的兩焦點，L:3x+2y= 38 是 T 的一切線，

求此橢圓方程式。 

 

http://mathworld.wolfram.com/SolvableGroup.html
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2. P(母球)，Q 是矩形球台內兩點。如何撞擊 P 點，使其經過兩顆星後撞擊 Q

點。 

3. 直線 L 外一點 A、B 在圓 O 上，P 在直線 L 上， PA PB

有最小值時，P 點在哪裡？ 

4. 正九邊形是否可尺規作圖？ 

解答 

1. L: 3x+2y= 38 ，假設 A 關於 L 的對稱點為 C，則 AC :2x-3y=4，聯立解

出 L 與 AC 交點 )
13

31612
,

13

3248
(


D D，得 )

13

33224
,

13

34810
(


C  

橢圓的長軸長 8...2  BCPCPBPBPAa ，以下容易求得橢圓的方

程式為 1
1216

22


yx

 

2. 略 

3. 作圓心 O 關於 L 的對稱點 'O ， 'AO 交 L 於 P，OP 交圓 O 於 B，則 P、B 即

為所求。 

4. 不能。因為圓的內接正九邊形的圓心角=40
0，40

0不能尺規作圖。 


