
§ 柯西不等式 1

§ 
2 22( )u v u v⋅ ≤ 稱為 Cauchy 不等式,等號成立的充要條件是 //u v 。 

 

例1. 已知
2 2 2( 1) ( 2) 1

4 9 1
x y z− +

+ + = ,求 x-2y+3z 的最大值,並求此時的

x,y,z 

取
1 2( , , )

2 3
x y z− +

= (2, 6,3)v = −u , ,則由 Cauchy 不等式

[(x-1)-2(y+2)+3z]2≤  1 (4 36 9)× + +

(x-2y+3z-5)2≤49, x-2y+3z-57− ≤ ≤7 

2 2 3x y z− ≤ − + ≤12, 所以 x-2y+3z 最大值=12 

此時
1 2

4 18 3
x y z− +

= =
−

,解得
11 32,
7 7

x y= = − ,z=
3
7
 

例2. a,b 是正數,求 )91)(4(
ba

ba ++ 的最小值= 

取
1 3(2 , ), ( , )u a b v
a b

= = 代入柯西不等式 

(2+3)2
1 9(4 )( )a b
a b

≤ + + ,所以 )91)(4(
ba

ba ++ 的最小值=25 

例3. a,b,c 是正實數,試證
3
2

a b c
b c c a a b

+ + ≥
+ + +

 

原式兩邊加 3,即原式
9
2

a b c a b c a b c
b c c a a b
+ + + + + +

+ + ≥
+ + +

 



§ 柯西不等式 2

1 1 1( )( )
2

a b c
b c c a a b

+ + + + ≥
+ + +

9

1 1 1[( ) ( ) ( )]( ) 9b c c a a b
b c c a a b

+ + + + + + + ≥
+ + +

 

取

 

取 ( , , )u b ,c c a a b= + + +

r
q

p

P

CB

A

c b

a

1 1 1( , , )v
b c c a a b

=
+ + +

代入柯西不等式即可。 

例4. P 是Δ ABC 內一點,P 到 , ,BC AC AB 邊的垂足為 D,E,F,假設

, ,BC a AC b= = AB c= , , ,PD p PE q PF r= = =  

求 f(P)= 
a b c
p q r
+ + 的最小值 

1 (
2

ap bq crΔ = + + ) 是一常數,令 ( , , )u ap bq cr= , ( , , )a b cv
p q r

=  

由 Cauchy 不等式, 2( ) ( )( )a b ca b c ap bq cr
p q r

+ + ≤ + + + + ,其中 a+b+c=周

長,ap+bq+cr=2Δ ABC 是常數 

f(P)有最小值時,u ,p=q=r,即 P 點是內心。 // v

例5. a,b,c,d,e 是實數,滿足(1)a+b+c+d+e=8 (2)a2+b2+c2+d2+e2=16,

求 e 的最大值 

(8-e)2=(a+b+c+d)2 (a2+b2+c2+d2)(12+12+12+12)=4(16-e2) ≤

e2-16e+64 -4e2+64 ≤

5e2-16e ,0≤
160 ,e 的最大值=
5

e≤ ≤
16
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§ 習作 

1. a,b,c 是正實數,試證 b2c2+c2a2+a2b2≥abc(a+b+c) 

2. 試證 a2+b2+c2+d2≥ab+bc+cd+da 

3. a,b,c 是正實數,試證(a+b+c)(a2+b2+c2)≥9abc 
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4. a,b,c 是正實數,試證
2 2 2 9

a b b c c a a b c
+ + ≥

+ + + + +
 

5. 已知 a1,a2,…,an 皆為正實數(n≥2),s=a1+a2+…+an,試證

2

1 2

...
1n

s s s n
s a s a s a

+ + +
− − − n

≥
−

 

6. 非負實數 a1,a2,...an 滿足 a1+a2+...+an=1,s=a1+a2+…+an,求

1 2

1 2

...
1 1 1

n

n

a a a
s a s a s a

+ + +
+ − + − + −

的最小值= 

7. a,b,c,d 是正實數,且 a+b=1,試證(ac+bd)(bc+ad) cd 

8. 求 2 2
4 9( )

cos sin
f x

x x
= + 的最小值 

9. a,b,c 是三角形的三邊長,試證 a2b(a-b)+b2c(b-c)+c2a(c-a)≥0 

10. 三角形的面積=S,三邊長為 a,b,c,試證 a2+b2+c2 4 3S≥  

11. a,b,c 是正數,abc(a+b+c)=5,求 ab+bc+ac 的最小值 

12. 有蓋圓柱形的的體積固定,問最好的圓筒應該怎樣設計? 

13. 證明:若 x>0,y>0 且 x3+y3=x-y,則 x2+y2<1  (94 年南區高雄區) 

14. 設兩正數a,b滿足2ab+3a+6b=27,則a2+4b2的最小值=(92年北區新竹) 

15. 設 a1,a2,…,an皆為正整數,求證
2 2
1 2

1 2 3

2n

k
k

a aa
a a=

≤ + +∑
1

... na
a

+ (94年數學能力競

賽 台南區) 

…………………………………………………………………………………………………………………………… 

16. 設 a,b,c 是三角形的三邊長,且
2

a b cp + +
= ,內切圓半徑=r,證明

2 2 2 2
1

)
1 1 1

( ) ( ) (a p b p
+ +

− − − c r
≥  

p

§ 解答 

1. 取u =(ab,bc,ac), v = (ac,ab,bc) 

2. 取u =(a,b,c,d), v = (b,c,d,a) 

3. … 

4. … 
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5. 考慮(n-1)s=ns-(a1+a2+...+an)=(s-a1)+(s-a2)+...+(s-an) 

6. 
2 1

n
n −

 

7. 取 ( , ), ( , )bc  u ac bd v ad= =

8. 取 2 3( , ), (cos ,sin )
cos sin

u v θ θ
θ θ

= =  

9. 令 a=y+z,b=z+x,c=x+y,代入原式化簡後取

( , , ), ( , , )x y  
y z xu v z
z x y

= =

10. … 

11. 15  

12. 圓筒的高等於底圓直徑時用料最省 

13. 令 ),(),,( yxvyyxxu == ,由 Cauchy 不等式
22

2)( vuvu ≤⋅  

))(())(()( 33222 yxyxyxyxyx +−=++≤+ 2222 yxyx +<−= ,所以

x2+y2<1 

14. 令 t=2ab,則 3a+6b=27-t,由算幾不等式 abba 18
2

63
≥

+
----(1),得

tt 9
2

27
≥

−
,平方,(27-t)2≥36t,t2-90t+272≥0 

(t-81)(t-9)≥0,t 81(不合)或 t≥ 9≤ ,27-t 18 ≥

令 )1,1(),2,( == vbau ,則 ---(2) )11)(4()2( 222 ++≤+ baba

18)
3

27(
2
14 222 ≥

−
≥+

tba ,所以 a2+4b2 的最小值=18,此時由(1)或(2)式中都

得到 a=2b,所以 a=2b=3 

15. 
2 2 2
1 2

2 3 1
2 3 1

( ... )( ... )n
n

a a a a a a a
a a a

+ + + + + + +  

2 2 2 2 21 2
2 3 1

2 3 1

[( ) ( ) ... ( ) ][( ) ( ) ... ( ) ]na a a a a a
a a a∂

= + + + + + + 2  

21 2
2 3

2 3 1

( ... )na a aa a
a a a

≥ × + × + + × 1a =(a1+a2+…+an)2 
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即
2 2 2
1 2

2 3 1

... na a a
a a a

+ + + ≥ (a1+a2+…+an) 得證 

16. 由 Heron 公式 ( )( )ABC p p a p b prΔ = − − = ,兩邊平方得

p(p-a)(p-b)(p-c)=p2r2 

即(p-a)(p-b)(p-c)=pr2, 

原命題即證明 2 2 2
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )( )(
p

)p a p b p c p a p b p
+ + ≥

c− − − − − −
 

(p-a)+(p-b)+(p-c)=3p-(a+b+c)=p 

令
1 1, ,A B C 1

p a p b p
= = =

− − c−
則

A2+B2+C2-AB-AC-BC= 2 2 21 {( ) ( ) ( ) } 0
2

A B B C A C− + − + − ≥  

即 2 2 2
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )p a p b p c p a p b p a p c p b p
+ + ≥ + +

− − − − − − − − c−
 

右式=
( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )( )(
p c p b p a p

)p a p b p c p a p b p c
− + − + −

=
− − − − − −

得證。 
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