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數列與函數的極限 

重點整理 

1-1 函數的極限 

1. 一拋物體的高度隨時間的改變而改變，時間 t 稱為自變數，高

度 h 稱為應變數，我們說：高度是時間的函數。我們注意到，

同一個時間不會對應到兩個高度，同一個高度可以有兩個時間

與之對應。 

2. 線型函數 y=f(x)=ax+b， 其中，若 0a ，則稱 f(x)為 x 的一次函數；若 a=0，

則稱 f(x)為常數函數。a 有兩個角色：(1)幾何意義下，直線的斜率，(2)代數

意義下，函數 y 對 x 的變化率。 

3. 在座標平面上，函數 y=f(x)的圖形就是所有(x，f(x))的點描繪出來所成的圖形。 

4. 如果當 x 逐漸靠近一實數 a，但是 ax  (即從 a 的左右兩邊向 a 靠近)，f(x)會

向一實數 L 靠近，(當 x 足夠靠近 a 時，f(x)與 L 的距離可以任意小)，則稱為

L 式 f(x)在點 a 的極限，用 Lxf
ax

=
→

)(lim 表示。 

5. 如果 x 逐漸靠近 a 時，沒有任何實數 L 可使函數值 f(x)滿足上述條件，則稱 f(x)

在點 a 沒有極限(或者說極限不存在)。 

6. 若 f(x)是多項式函數，則 )()(lim afxf
ax

=
→

(即 f(x)是連續函數) 

7. 若 f(x)是分式，則 f(x)不是連續函數 

8. 函數極限的性質 若 f(x)，g(x)都是多項式函數，且 )(lim xf
ax→

與 )(lim xg
ax→

都存在，

則 

(1) )(lim)(lim))()((lim xgcxfbxcgxbf
axaxax →→→

+=+  

(2) )(lim)(lim))()((lim xgcxfbxcgxbf
axaxax →→→

−=−  

(3) )(lim)(lim))()(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

=  

(4) 當 ( ) 0
x a
lim g x
→

 時，
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax

→

→

→
=  
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 主題1. 函數的概念 

 

1. 下列哪一個 y 不是 x 的函數？ 

(A)

21-11

5432

1

1

y

x

 
251694

(B)

5432

1

1

y

x

 

-11694
(C)

1432

1

1

y

x

 
1234

(D)

5432

5

1

y

x

 

 

2. 函數 y=f(x)的圖形通過(-1，-7)，(0，-4)，(1，-1)，(3，5)，(4，8)，求 f(-1)+f(1)+f(3)= 

 

3. 







−+


=

5.1],5
3

10
[575

5.10,70
)(

xx

x
xf ，其中[ ]是高斯符號，則(1)f(3.4)=           

(2)若 f(x)=100，則 x 的範圍為何？ 

 

 

 

【1.C  2.-3  3.(1)105 (2) 3.33  x 】 

 主題2. 無窮數列極限的意義 

例1. 求下列三個數列的極限(1) 
−


n

n 1
   (2) 

n2

1
   (3)<2n> 

 

 

 

求下列三個數列的極限(1)<(0.99)n>  (2)<(-0.8)n>  (3)<(1.1)n> (4) 
+


n

nn

6

32
 

 

【(1)0 (2)0 (3)不存在 (4)0】 

 

例2. 以下求 =
−

n
n

alim ？  

(1) =
+

−

− 32

1
lim

n

n

n
   (2) =

++

−+

− 45

23
lim

2

2

nn

nn

n
  (3) =

+− 1

3
lim

2n

n

n
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(4) =++++
−

)...
321

(lim
2222 n

n

nnnn
 

(5) =
+

+
−

+

+

−
)

1

5

1

3
(lim

2

32

n

nn

n

nn

n
 

(6) =
+

+
−

−

− nn

nn

n 32

32
lim

1

1

   

(7) =−+
→

)1(lim nnn
n

 

 

 

 

 

【(1)
2

1
−  (2)

5

1
 (3)0 (4)

2

1
 (5)2 (6)

3

1
 (7)

2

1
】 

習作 以下求 =
−

n
n

alim  

1. =
−+

++

→ )13)(32(

)52)(2(
lim

nn

nn

n
 

2. =+++
→

)...
41

(lim
3

2

33 n

n

nnn
 

3. =
+−

+−

− 72

543
lim

2

n

nn

n
 

4. =+
→

n nn

n
32lim  

5. =−−+
→

)(lim 22 nnnn
n

 

【1.
3

1
  2.

3

1
  3.不存在  4.3  5.1】 

 

 

 

例3. <(1-2x)n-1>收斂，求 x 的範圍 

【 10  x 】 
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例4. 直角三角形 ABC 中，P 點沿CB坐直線運動，令

dPAePB == , ，求 =−
→

)(lim ed
e

 

 

【4】 

解 2589)4( 22 ++=−+= eeed  

   =−
→

)(lim ed
e

=
+++

+

→ eee

e

e 258

258
lim

2
4

2

8
=  

習作 

1. Pn(n，yn)在雙曲線 1
49

22

=−
yx

上，則 =
→ 2

2

lim
n

yn

n
 

 

2. Sn=1+2+3+…+n，則 =− ++
→

)(lim 13 nn
n

SS  

 

3. A(0，
n

2
)，B(0，

n

2
− )，C(4+

n

2
，0)，Sn表三角形 ABC 的外接圓面積，則 =

→
n

n
Slim   

 

4. A(1，n)，B(n，1)，C( )
1

,
1

nn
，Sn表示ABC 的面積，則 =

→ 2
lim

n

Sn

n
 

 

5. n 是正整數，P )1,5( −+ nn 到直線 L：x-y=0 的距離為 dn。又，

Q )5,1( +− nn ，O(0，0)， OPQ 面積為 an，則(1) =
→

n
n

dlim  (2) =
→

n
n

alim  

 

 

 

 

 

 

【1. 
9

4
   2. 2    3. 4    4.

2

1
  5.(1)0 (2)3】 

e

d

5

4

3

P

A

CB



 

 5 / 6 

習作 

1. =
−

−
+

+

→
)

11

3
(lim

2

32

n

n

n

nn

n
 

2. =++++
→

)...
321

(lim
3

2

3

2

3

2

3

2

n

n

nnnn
 

3. =−
+

−

→
)

1

1
(lim n

n

n
n

n
 

4. 已知<an>是收斂數列，若 2
53

lim =
+→ n

an

n
，則 =

−

+

→ 25

4
lim

n

an n

n
 

5. =
−+

→ n

n

n

n

5

)1(3
lim  

6. 


=

−+

1 5

)1(3

n
n

nn
= 

7. 


=

−

+

−
=

1
2

1

2

3

n

n

x

x
x ，x=？ 

8. 下列無窮級數何者收斂？   

(A)


=

−
1

)01.1(
n

n (B)


=

−

1

1)
4

(
n

n
(C)



= +1 1n n

n
(D)



=

−

1

1)
100

99
(

n

n (E)


= ++1 )2)(1(

1

n nnn
 

 

9. 


=

=
++1

24 1n nn

n
 

 

10. 甲乙兩個杯子分別裝有濃度 10%，20%的糖水 100cc，今同時由甲乙兩杯中分別

取 10cc 的溶液放入對方杯內，則此時兩杯內糖水濃度為甲 a1%，乙 b1%，如此

操作 n 次後，甲乙溶液的濃度為 an%，bn%，則 (1)an+bn= (2)求 an+1，an的關係 

(3) =
→

n
n

alim  

 

11. 考慮雙曲線 y2－x2＝1 圖形的上半部（如附圖）， 取此雙曲線

上 x 坐標為 n 的點與漸近線 y＝x 的距離，記為 dn，其中 n 為正

整數。則 =
→

)(lim n
n

nd 0.______ （以四捨五入取到小數兩位） 

 

【1.2   2. 
3

1
   3.-1   4.2   5.0   6. 

48

37
   7. 

2

1
−    8.B，D，E   9. 

2

1
   

10.(1)  (2)  (3)0   11.35】 
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 主題3. 函數的極限 

例5. 函數 f(x)之圖形如下所示，並已標出實數 a 之位置，則哪一個函數中

ax→
lim f(x)不存在？ 

(A) (B) (C) (D) (E) 

   

 

 

                                              

                

【D，E】 

 

習作 

1. 下列各函數圖形中，何者 lim
0→x

f(x)存在？ 

(A)             (B)         (C)           (D)            (E) 

 

 

 

 

 

【 1. A，B，D，E  2.(1)略 】 

 

例6. 







=

3,

3,
)(

2

xax

xx
xf

若

若
是連續函數，則 a= 

 

習作 

f(x)=




−−+

++

2132

2
23

2

xbxaxx

xbaxx

若，
若，

，已知 f(x)在 x=2 之極限值為 9，則(a，b)=                                         

 

【(
5

8
,
5

9
)】 


