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§ 旋量 Spinor 

Spinors were originally introduced by Elie Cartan in 1913，and subsequently 

greatly expanded upon by Hermann Weyl，Richard Brauer and Oswald 

Veblen。 

在描述費米子(Fermions，例如電子、質子、中子)的行為時是不可或

缺的。 

基本粒子都具有本徵角動量：旋量。 

旋量是相對論量子力學、量子場論的基本對象。  

但是旋量沒有自洽的經典力學模型對應，旋量是與空間軌道運動無關的轉動生

成元。 

The simplest approach to explain spinors is Lorentz group theory，Lorentz 

transformations of rotations and boosts。 

William O. Straub：A Child's Guide to Spinors 

這裡有些有趣的東西  例如 Differential Forms for Physics 

Students 

 

 

薛丁格方程式 
2

ih
H

t






 



。  Erwin Schrodinger 1887-1961 

其中 H


是哈密頓算符， 是波函數。 

狄拉克方程式 1928 年 ( ) ( ) 0i mc x

       Paul Dirac 1902-1984 

1,3 4: R C  稱 Dirac spinor field。 1,3R ：Minkowski space。 

 ： 4 4  Dirac gamma matrices。 

 

1921-1922 年，Otto Stern 與 Walther Gerlach 的實驗證實

了電子的自旋(與質量、電荷一樣、是基本粒子的內稟

性質。) (1) p.159 

 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Richard_Brauer
https://independent.academia.edu/StraubWilliam
https://academic-accelerator.com/encyclopedia/zh/otto-stern
https://academic-accelerator.com/encyclopedia/zh/walther-gerlach


2 
 

1925 年，George Uhlenbeck 與 Samuel Goudsmit 

確定電子存在兩自旋態，
1

2
  

 

 

 

Each with the units of angular momentum 
2

h


 。 

經典李群中僅正交群有旋量表示。 

(2, ) {U= , , , ,det 1}
a b

SL C a b c d C U
c d

 
   

 
，and its Lie algebra (2, )sl C 。 

,a b C ，then 
* *

a b
U

b a

 
  

 
 1aa bb    is unitary(么正)，

a b
U

b a







 
  
 

 

1U U   共軛轉置 conjugate transpose。 

' U   spinor transformation。 (2, )SL C 稱為自旋變換群。 

 

因此，何謂旋量(spinor)？： 

two-component，vector-like quantity with special transformation property，in which 

rotations and Lorentz boosts are built into the overall(全面的)formalism。 

用 Lorentz group theory(Lorentz transformation of rotation and boosts)可以做最簡潔的

闡釋。 

 

Dirac 方程 

2( )i H i c mc
t
    


   


 

其中 為含有四個分量的旋量，稱為 Dirac 旋量。

,  均為 4x4 的矩陣： 

，  

1927 年，年僅 25 歲的狄拉克意識到質量極小的電子極易加速到接近光速，而對

於這種高速電子的完整描述應該考慮將相對論方程式與量子力學方程式相結

合。他把狹義相對論引進薛丁格方程式，創立了相對論性質的波動方程式---狄

拉克方程式 p.164 

於是，真空不是一無所有，而是像負能量電子組成的汪洋大海... 

https://en.wikipedia.org/wiki/George_Uhlenbeck
https://repository.aip.org/islandora/object/nbla:AR2000-0092
https://repository.aip.org/islandora/object/nbla:AR2000-0092
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1931 年 狄拉克提出正電子的概念，1932 年 Carl David Anderson 發現[反物

質](1936 年 諾貝爾獎) 

粒子的自旋與特點  p.182 

§ Pauli matrices   

0

1 0 0 1 0 1 0
, , ,

0 1 1 0 0 0 1
x y z

i

i
   

       
          

       
 

Lorentz algebra 

1 1 1 1 1 1 1
[ , ]
2 2 2 2 2 2 2

x y x y y x zi          

Cyclic permutation of x，y，z， 
1 1 1

[ , ]
2 2 2

i j ijk ki     

ijk  is the fully-antisymmetric structure constant of the Pauli algebra with 123 1   

Dirac 利用矩陣完成了四維時空中 2 2 4 2 2E m c c p  的開方，而引入了旋量 這一

重要概念。1928 年 

Q：How to find the solution of the Dirac equation for the hydrogen atom？ 

 

§ Lorentz transformations 

In three dimension，the counterclockwise rotation of some 3-vector Vk  about the z axis 

by the angle   is given by ' zV R V ，or 

'

'

'

cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

x x

y y

z z

V V

V V

V V

 

 

     
     

      
         

。 

This is converted into four-dimensional form 

 

 
And convert the 4 4  rotation matrices into rotation generators。 

Let’s assume an infinitesimal rotation for the matrix R z ，which is 

https://pansci.asia/archives/145065
https://pansci.asia/archives/145065


4 
 

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0
( ) +

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

z

d i
R d I i d

d i


 



   
   


    
   
   
   

 

Define 

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

z

i
J

i

 
 


 
 
 
 

 to be the generator of the z-rotation。 

( ) lim( ) ziJnz
z

n

iJ
R I e

n





    to generate a finite angle  ， cos sinziJe I i I     

 
Lorentz boost： 

Lorentz boost is a Lorentz transformation which doesn’t involve rotation。 

For example，Lorentz boost in the x direction looks like：

 

A 4-vector 

t

x
x

y

z



 
 
 
 
 
 

，and Pauli matrices  ，
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0 :x y z

t z x iy
x t x y z H

x iy t z



    
  

      
  

 

H is called the Hermitian matrix 

'H UHU  ，where 
a b

U
b a 

 
  

 
 

' ' ' '

' ' ' '

t z x iy a b t z x iy a b

x iy t z b a x iy t z b a



  

         
      

         
 

Then ' ( )t aa bb t t    ，the transformation preserves the time component。 

2 2 2 2det H t x y z        

 

If we set 
1 1

cos , sin
2 2

a b i   ，then 

' , ' cos sin , ' sin cosx x y y z z y z          is the set of Lorentz rotation about x-

axis。 

Similarly，if we set 
1 1

cos , sin
2 2

a b   ，then 

' cos sin , ' , ' sin cosx x z y y z x z        ，rotation about y-axis。 

Setting 
1

2 , 0
i

a e b


  ，then 

' cos sin , ' sin cos , 'x x y y x y z z         ，rotation about the z-axis。 

 

The unitary transformation matrix H thus depends on the choice of a，b。 

 

§ Representations 

The Lorentz algebra of the rotation generators Ji  is [ , ]x y zJ J iJ  

The Lorentz algebra of the Pauli matrices is 
1 1 1

[ , ]
2 2 2

x y zi    

And its cyclic counterparts。 



6 
 

這裡有兩個李群(Lie algebra)，SO(4)與 SU(2)，有相同的 algebra，表示兩者之間

有某種重要的(fundamental)關聯性。 

 

徐一鴻先生(Anthony Zee)說的：二十世紀物理最重要的計算，指

的是什麼？ 

[Quantum field theory in a nutshell l 

 

 [表現(representation) 隨處可見] 席南華教授 

把一個對象的代數結構再現於一個由線性變換或矩陣構成的具體對象上。 

費米 (Enrico Fermi 1901-1954) 

玻色 (Satyendra Nath Bose 1894-1974) 

所有粒子都能以自旋分類為費米子與玻色子 

玻色-愛因斯坦凝態(condensed state) 

 

Ki  ：generator of infinitesimal boosts 

 

These matrices neither commute nor form a Lorentz algebra，instead we have the 

commutator [ , ]x y zK K iJ  ，along with its cyclic counterparts。 

This identity has two unusual properties。 

1. It demonstrates that two boosts in different directions result in a rotation。(a 

phenomenon reponsible for the Thomas precession of an electron in a magnetic field) 

2. There is a minus sign that turns out to be all-important in the overall scheme of 

things。 

https://zh.wikipedia.org/zh-tw/%E5%BE%90%E4%B8%80%E9%B4%BB
http://web.math.sinica.edu.tw/math_media/d364/36402.pdf
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What it means is that if we append i  to any iK ，we get the commutator 

[ , [ Jx y zK K i   ，which gives precisely the same algebra as that for the iJ 。 

Thus，if the iJ  are assigned the representation 
1

2
i iJ  ，we can also assign the 

similar representation 
1

2
i iiK    ，that is 

1

2
i

i
i

K
e e



  

We can therefore write the complete unitary 2 2  transformation matrix for spinoral 

rotations and boosts as either of two combined quantities， 

1 1

2 2 ...(1)
i

U e
   

 ，
1 1

2 2 ...(2)
i

U e
   

  

So there are indeed two kinds of spinor：one gets transformed under the unitary matrix in 

(1)，and the other transforms according (2)，with the overall formlism now denoted as 

(4) (2) (2)SO SU SU   

The spinor associated with (1) is traditionally called a “right-handed” spinor and given 

the label R ，while the other is a “left-handed” spinor，called L 。(these spinors 

also called “Weyl spinors”) 

One of the amazing facts is that all neutrinos in the universe are left handed，their spinor 

descriptions are of the left-handed type。 

Weyl spinors 

0

1

2

3

R

L



 


 



 
 

        
 
 

。 

Carl David Anderson 1905-1991 發現正電子 1932 年。 

Dirac’s ispinor was found to preserve parity under the sign reversal 

operation ( , ) ( , )x t x t    

Far more importantly，the spinor R  effectively represents the 

spin-up and spin-down components of an ordinary electron，while L  represents the 

spin-up and spin-down components of an anti-electron。( known as a positron) 

Dirac’s work thus predicted the existence of antimatter。 

Dirac’s relativistic electron equation also explained electron spin as a form of intrinsic 

angular momentum called S。 

Thus，the angular momentum L of an electron alone is not conserved，instead，it is 
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L+S that is conserved。 
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後記 

1770 年 Euler 的工作： 

V xi y j zk   ， 2 2 2V V x y z    

2 2 2 2

2( )x y z I W    開方得 1 2 3
+

z x iy
W x y z

x iy z
  

 
     

 
，

2 2 2det ( )W x y z     

將整個空間轉動，令轉軸平行於(m,n,l)向量，轉角 2 2 21
2arctan

2
m n l     

利用 W，Euler 發現 3R 中轉動群的一種新表示： 

2 2 2

1
1 ( )

2 2
' ,

1 1
1 ( ) ( ) 1

4 2 2

i
l im n

UWU
W U

i
m n l im n l



 
  

   
     
  

 

當 轉動為 4 時 W 轉回原位，而這時向量 V 轉兩周，W 為向量 V 的二重覆

蓋。 

Euler 所找到的這種轉動群的新表示，即轉動群 O(3)的旋量表示。 

[物理學家用微分幾何] 侯伯元   p.353 

後面是 1938 年 Elie Cartan 利用零模向量引入旋量…~p.369 

 

§ 12.2 時空的 Lorentz 變換與自旋變換 旋量張量代數 
4M ：4-dim Mikowski spacetime  旋量分析特別有效和方便 

https://www.huodongjia.com/guest-077084065052078122085122.html
http://people.uncw.edu/lugo/
https://www.researchgate.net/scientific-contributions/Gabriel-Lugo-44835648
https://www.garretstar.com/
https://www.garretstar.com/
https://academic-accelerator.com/encyclopedia/zh/moshe-carmeli
https://arxiv.org/abs/astro-ph/0008040
https://www.researchgate.net/scientific-contributions/M-Carmeli-71974362
https://www.researchgate.net/scientific-contributions/Shimon-Malin-2043756506
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在 4M 中選一組 orthonormal basis 4

1{ }e ， ( , )e e    

1

1

1

1



 
 


 
 
 

 

， 2ds dx dx  ， , 0,1,2,3    

任意向量
0 1 2 3

i

iv v e te xe ye ze      

2 2 2 2 2( , )v v v t x y z      

通過原點的光椎上的點(零模向量)，其座標(t,x,y,z)滿足 2 2 2 2 0t x y z     

可用光椎與 t=1 超面的交集  來表示將來零模方向空間，其座標滿足

2 2 2 1x y z    

空間同胚於二為球面 2S ，稱為(逆)天體球(celestial sphere)  ，球  表示觀察者

視界，又稱為天空映射(skymapping)。  上各點座標(x,y,z)可用一複數 表示 

cot
2

ix iy t z
e

t z x iy

 


 
  

 
…(*) 

相當於球面 2S 以北極(z=1)為極點對赤道面(z=0)作極設投影，利用
2 2

2( )

x y t z

t z t z
 

  
 

 
可解得(*)的逆變換 

1
, ,

1 1 1

z x iy

t t t

     

     

  

  

  
  

  

 

為了表示整個將來光椎方向，應將 用兩個複數比表示 /    

這樣可解得光椎上的零模向量座標 

1
( )

2
z   

 

  ，
1

( )
2

x  
 

  ，
1 1

( ), ( )
2 2

t y
i

    
   

     

 可將零模向量的座標排成 2 2  Hermitian matrix，其行列式為零。 

1

2

t z x iy
H

x iy t z

   
 


 

 

 

 

 
                     

 

 

即 , 'H


 


 
  
 

 零模向量的”開方”為旋量        
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( , )  的任意複線性變換可導致(t,x,y,z)的實現性變換 

'
, , , , , 1

'
C

   
     

   

     
        

     
 

即旋量變換 ' A  ，detA=1       

自旋變換群 (2, ) { det 1}SL C A A
 

 

 
   

 
      p.370 

 

§ 12.3 Dirac 旋量 Weyl 旋量 純旋量 各維旋量的矩陣表示結構 

§ 12.4 Majorana 表象 

§ 12.5 自旋結構與自旋流形 Spin 結構 

§ 12.6 自旋結構的聯絡 Dirac 算子 Weitzenbock 公式 


