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§ 何謂對稱性 

§ 1,3R 與 3,1R 的區別 

1,3, ( 1, 1, 1, 1)R diag             3,1, ( 1, 1, 1, 1)R diag       

兩事件的時空間隔： 

2 2 2 2 2 2ds c dt dx dy dz             2 2 2 2 2 2ds c dt dx dy dz      

粒子物理學與高能物理領域。      廣義相對論與引力物理領域 

所以在自旋幾何中討論 Lorentz 變換，我們用 1,3, ( 1, 1, 1, 1)R diag      。 

§ Lorentz 群 SO(1,3)   李代數 so(1,3)   Spin(1,3)   以及 Killing 向量場： 

背景空間 1.3R (閔可夫斯基時空)提供了一個平坦的偽黎曼流形，其齊次等距群為

SO(1,3)，而完整等距群（龐加萊群）的無窮小生成元由 所有 Killing 向量場 給

出。 

so(1,3)既是 SO(1,3) 的李代數，也實現為 1,3R 上生成 Lorentz 變換的 Killing 向量場

的代數。 
1,3R 作為時空背景，其對稱性由 Killing 向量場描述。 

為了描述旋量，我們需要將 SO(1,3)提升到其覆蓋群 Spin(1,3)，兩者在李代數層面

一致。 

 

Killing 向量場是 Lorentz 李代數在時空幾何上的具體實現。  

它們是同一枚硬幣的兩面：一面是抽象的代數結構（so(1,3)），另一面是具體的

時空對稱性（Killing 場）。 

這個對應關係完美地體現了物理對稱性與其背後的數學群論之間的深刻統一。 

 

§ 何謂對稱性？ 

對稱性本質上就是一種不變性。這兩個概念是一體兩面的關係。 

1. 操作與性質 

對稱性：對稱性本質上就是一種不變性。 

不變性：指的是在該操作下，系統的某種 性質保持不變。例如：「旋轉後，

系統的形狀與原來一樣」。 

所以，當我們說一個系統具有「旋轉對稱性」時，其實是說它在旋轉操作

下保持不變（具有旋轉不變性）。 

2. 數學表述 

Killing 向量場是生成 連續對稱操作（等距變換） 的無窮小生成元。 

不變性的嚴格數學條件是：度規張量沿著該向量場的 李導數為零 0vL g  ：

沿著 v 的方向進行無窮小移動，度規 g 完全不變。 
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3. 對稱操作與守恆律 

這是兩者關係最深刻的體現，由 諾特定理（Noether's Theorem） 所連結： 

時空連續對稱性（由 Killing 向量場描述的不變性）直接導致動力學守恒

律。 

(1) 時間平移不變性（時間方向的 Killing 向量場） --能量守恒。 

(2) 空間平移不變性（空間方向的 Killing 向量場） --動量守恒。 

(3) 空間旋轉不變性（旋轉對應的 Killing 向量場） --角動量守恒。 

 

所以，當我們在廣義相對論或微分幾何中談論 Killing 向量場的對稱性 時，

我們實質上是在描述 度規在該向量場生成的流（flow）下所具有的不變

性。這正是愛因斯坦場方程解的分類與分析中如此重視 Killing 向量場的

原因——它們揭示了時空最基本的幾何與物理結構。 

 

Gemini 的結論： 

Killing vector field 的對稱性本質上就是幾何上的「硬度」，它告訴你無論你

怎麼沿著這個向量場「推動」這個空間，空間的幾何結構（距離、角度、

曲率）都穩如泰山，完全沒有變化。 

 

§ PDE 的可積性需要無限多守恆律，這與對稱性以何關係？ 

 

簡單地說：PDE 的可積性（Integrability）與對稱性的關係，是諾特定理

（Noether's Theorem）在無限維空間中的極致體現。 

 

在偏微分方程理論，尤其是可積系統中，存在無窮多個守恆律這件事，正是系

統具有極其豐富的、隱藏的對稱性的直接表現。 

這可以看作是諾特定理在 PDE 領域的強大推廣。 

諾特定理是連結「對稱性」與「守恆律」的普適原理。 

它最初在拉格朗日力學框架下表述： 

每一個連續的全局對稱性，都對應一個守恆量。 

在 PDE 的語境下，這個思想被極大地擴展了： 

PDE 的每一個連續對稱性（在某種變換下形式不變），通常會引匯出一個守恆

律（一個散度為零的「流」方程）。 

在一般的力學中，對稱性（如旋轉、平移）通常只涉及坐標 x 和時間 t。 

但在偏微分方程中，為了產生無限個守恆律，我們需要更複雜的對稱性，稱為 

Lie-Bäcklund 對稱性（或廣義對稱性）。 
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Q：PDE 中的對稱性指的是甚麼？ 

對於一個 PDE 系統，一個對稱性變換是指一個（可能依賴於解及其導數的）變

換，它能夠將系統的任意一個解，映射到另一個解。 
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PDE 可積性中的（無窮多個）守恆律，正是系統存在（無窮多個）連續對稱性

的直接後果。 

在廣義相對論中，Killing 向量場揭示了時空本身的對稱性，並導致質點沿測地

線運動時的守恆律。 

在 PDE 可積性中，對稱性生成元（李向量場）揭示了方程動力學結構的對稱

性，並導致解在演化過程中的守恆律。 

兩者背後的統一哲學就是 「對稱性導致守恆律」 。 

可積系統之所以強大且能被精確求解，正是因為它隱藏著一個異常豐富的對稱

性代數結構，這個結構通過無窮多的守恆律展現出來。這正是現代數學物理將

幾何、代數與分析完美結合的典範。 

PDE 的可積性就是一種極致的對稱性。 

一般的物理系統（如丟一顆石頭到水裡）只有能量、動量等少數對稱性；但可

積系統（如淺水波的 KdV 模型）則像是一個完美的晶體，在無限維度的每一

個方向上都具有某種程度的平移對稱性。 

這就是為什麼它們能展現出如孤子般穩定、近乎神跡的物理行為。 

§ KdV 方程如何從一個簡單的對稱性推出前幾個守恆律，關鍵是遞迴算子，例

如 KdV 方程 6 0t x xxxu uu u   ，其遞迴算子 2 14 2x x xD u u D     

一個守恆律通常寫成「時間變化率+空間流出率=0」的形式： 0n nT X

t x

 
 

 
  

對全空間積分後總量 n nI T dx  就會是一個守恆律(不隨時間改變)。
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§ Darboux 變換與遞迴算子的不同

但它們在深層邏輯上是相通的：Bäcklund 變換其實可以被看作是遞迴算子的平

方根。它們都依賴於同一個 Lax Pair 結構。 

 


