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§ Maxwell 方程 
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§ 在 Clifford algebra 框架下的 Maxwell 方程 

在 space-time 代數中，F=E+IB，
123I=e ，其中 E 是電場、B 是磁場。 
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在 Clifford algebra 中，時空導數算子 0
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( 電磁場的 'd Alembert算子
2

2

2 2

1
=

c t





。 

 

先說明 ( )E I E    where 
123I e ： 

這是 Clifford 代數中的表達方式 

是向量微分算子，即
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123 1 2 3I e e e e  是單位偽純量， 1 2 3 2 3 1 3 1 2, ,Ie e e Ie e e Ie e e    

這個等式說明在 3D 中，外積與旋度本質上是同一幾何對象的不同表示： 
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E 是二重向量(面積元素方向與旋轉平面相關) 

E 是軸向量(垂直於該平面) 

它們通過偽純量 I（體積元素）互相轉換。 

 

( )( ) ( ) ( )t tF E IB E IB E IB            

    ( ) ( )t tE I B E IB E IB          

    ( E + E ) + I I ( B ) + I ( B )t tE B           

    ( ) ( ) ( )t tE E I E I B I B B           ， 2 1I     
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又 F J J     ( F J  是將傳統馬克士威方程重寫為幾何代數形式的結

果，可視為電動力學的基本公理。其中 J 是 4 維電流密度。) 

0
F E     (純量)(高斯定律) 

1 tF E B J       (安培-Maxwell 定律) 

2
( ) 0t tF I B E E B         (法拉第定律) 

3
( ) 0 0F I B B       (高斯磁定律) 

這些方程分別對應 F 的純量部分、向量部分、雙向量部分、和三向量部分。 

因此，Clifford algebra 成功地將電場和磁場統一在一個幾何物件 F 中，並且用一

個方程 來表示所有電磁現象。這種表述方式不僅簡潔，也具有更清晰的幾何意

義。所以到這裡，我們把電磁場統一了。 

 

§ 電磁場的 Lorentz 變換 

Maxwell 方程式具有 Lorentz 不變性(電磁場是 Lorentz invariants) 

 

§ Dirac current J(x) 

J (x)= ( ) ( )c x x   


 其中 

1. ( )x 是一個四分量 Dirac 旋量場 

2. † 0( ) ( )x x  


 是伴隨(adjoint)旋量場， † † † †
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3.  是 Dirac 矩陣 

4. Dirac current 在 Lorentz 變換下是個不變量。 

由 Dirac 方程 ( ) 0i m

    可推出 0J 

  ，即 J  滿足局域守恆律。
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§ 用 Clifford 代數與幾何代數的語言，從 Dirac 旋量出發，構造與古典電磁流中

的電流的對偶結構： 

Dirac 矩陣  滿足{ , } 2v     其中 (+1, 1, 1, 1)diag     是 Minkowski 時空

度規。 
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Dirac current ( ) ( )J c x x    轉譯為 Clifford 向量元 ( ) ( )J J c x x 
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古典電磁場用 bivector 表示
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Maxwell 方程中源項即為 J   這裡 J 是四維電流密度向量元。 

Dirac 旋量
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得 † †( )i i iJ c          

此即為 Dirac 電流各分量從旋量分量給出的具體矩陣表示。 

 

§ 物質產生電磁場，電磁場影響物質場： 

1. Dirac 場 ( )x 透過 ( ) ( )J c x x   


 產生電流 J    

2. 這個電流 J 作為源，透過 F J   產生電磁場 F(及其對應的四維勢 A ) 

3. 電磁場勢 A 透過耦合後的 Dirac 方程影響 ( )x 的演化。 
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( ( ) ) 0i iqA m

        

這兩個方程構成一個自洽(self-consistent)的系統。 

 

§ 相關事項 

1. Dirac 方程的研究重點 

 

2. 怎樣用共軛旋量驗證電荷守恆 
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3. 從拉格朗日到電流的完整推導 
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4. 用具體 gamma 矩陣寫出電流各分量 
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