
§ Atiyah-Singer Index 定理 

為了理解這個定理，我們可以將其核心思想比喻為用兩種完全不同的方法去計

算一個複雜物體的某個特性，最終卻得到了相同的答案。這兩種方法分別是： 

1. 分析的方法（分析指標）：研究作用在該物體上的某些微分方程的解的

性質。 

2. 拓樸的方法（拓樸指標）：僅僅研究物體的形狀、結構與整體的幾何特

性，而忽略其具體的局部細節。 

阿蒂亞-辛格指標定理表明，對於一類被稱為「橢圓微分算子」（elliptic 

differential operator）的特殊算子，這兩種計算結果永遠一致。 

分析指標被定義為這兩個維度的差： 
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拓樸指標的計算完全不涉及解微分方程。它只依賴於以下兩樣東西： 

1. 流形的拓樸性質：例如流形的維度、曲率等，這些性質被編碼在稱為「陳

特徵類」（Chern character）和「托德類」（Todd class）等拓樸不變量中。 

2. 微分算子的符號（symbol）：這是從微分算子中提取出的一個更簡單的代數

對象，它捕捉了算子在最高階導數部分的行為。

 

定理內容： 

對於一個緊緻流形上的任意橢圓微分算子，其分析指標等於其拓撲指標。 
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範例 

1. Gauss-Bonnet Theorem 

2 ( )
M

KdA M  分析指標對應於尤拉示性數，拓撲指標對應於曲率的積

分。 

2. Hirzebruch-Riemann-Roch Theorem 



 


