
§ Laplacian operator 對應譜的最近發展 

 

丘成桐 1991 年 

Q：{ }i 能否決定的幾何性質 (1) wave mechanicial approach (2) elliptic problem 

(heat equation method) 

 

1. 微分流形上的 Laplacian 算子譜估計 

(1) 在黎曼流形上，拉普拉斯算子的主特徵值（第一非零特徵值）估計一直

是譜幾何的核心問題。 

李金楠與高翔（2019）的研究總結了 Li 猜想與 Yang 猜想的進展，並在

一般黎曼流形、Finsler 流形及 Schrödinger 算子（引入勢函數後的

Laplace 型算子）上給出更精確的上下界估計。 

例如，對於 Ricci 曲率非負的緊緻黎曼流形，Zhong-Yang 證明了第一非

零特徵值的最優下界
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  ，其中 d 為流形半徑。 

(2) Finsler 流形上的拉普拉斯算子研究也與廣義相對論、量子力學能譜問題

密切相關，例如在 Berwald 空間上建立的引力場方程與修正牛頓動力學

（MOND）的聯繫。 

(3) 拉普拉斯算子的特徵值與流形的曲率（如黎曼曲率、里奇曲率）有著深

刻的聯繫。 

最新的研究可能聚焦於量化這種關係，例如，如何從低階特徵值或特徵

函數的行為來推斷流形上的曲率分佈。(Gemini) 

(4) 拉普拉斯算子是熱方程的核心，而熱方程的解（熱核，heat kernel）包

含了流形的豐富幾何資訊。 

近期研究可能利用熱核的漸近展開或其在流形上的傳播特性來推斷幾何

不變量，或解決流形上的擴散與傳輸問題。 



(5) 研究幾何流（如 Ricci 流、平均曲率流）在演化過程中對拉普拉斯算子

譜的影響。 

這是一個高度複雜且交叉的領域，因為幾何流會改變流形的度量，進而

改變拉普拉斯算子的譜。理解這種動態行為對於研究流形的拓撲和幾何

形變至關重要。 

(6) 對於非緊緻流形，拉普拉斯算子的譜可能包含連續譜，這使得問題變得

更複雜。 

近年來，對非緊緻流形上拉普拉斯算子譜的研究日益增多，例如對漸進

平坦流形或具有特定幾何結局的流形。這涉及到研究散射理論和共振等

概念。 

2. 組合代數拓撲中的譜隙研究 

3. 分形幾何與 KreinFeller 算子的譜分析 

4. Koopman 算子與 Graph Laplacian 算子的聯繫 

5. 量子力學與不變本徵算符方法 

拉普拉斯算子的譜理論在量子力學中應用廣泛，特別是 Schrödinger 算子的

能級分佈問題。近期發展的「不變本徵算符方法」（Invariant Eigenoperator 

Method）結合 Heisenberg 矩陣力學與 Schrödinger 算子，提供了一種無需求

解微分方程即可分析能譜的新途徑，適用於量子光學、固體物理等領域。 

未來方向： 

1. 更高維度或非光滑空間（如超圖、分形）上的拉普拉斯譜分析。 

2. 結合機器學習與譜方法，優化複雜網絡的動力學建模。 

3. 探索拉普拉斯算子在 AI 醫療（如心電圖訊號處理）中的潛在應用。 

 

以下是 chatGPT 列表，與 DeepSeek 有很明顯的不同： 

 


