
Exercise 3.3.4 

Let (M,g) be a Riemannian manifold and :f M R  a function such that 1f  。 

Show that the integral curves of f  are geodesics。 

條件與符號說明： 

1. f 是 f 的梯度向量場 

2. 積分曲線 ( )t 滿足 ( )( ) tt f     

3. , ( ) 1p M f p      

測地線方程式 

( )t 是測地線其加速度消失 0TT  ， ( )T t  

計算沿著 ( )t 的協變導數： '( ) ( )'( )t f tt f      

計算 f 的長度對方向導數： 

2
( , ) 2 ( , )g XX f X f f g f f          

因為 1f   所以當 X f  時 ( , ) 0fg f f     即 f f  與 f 正交。 

但在這種情形下，長度既維持不變，方向也沒有被改變（偏移）：即「物體」沿

著“梯度流”運動時，既不改變速率，也不偏離原方向；符合測地線「無加速

度」的條件。 

換言之，梯度場沿著自身方向的協變導數（加速度）本身等於零，這表示這條

路徑在流形內是“最直”的，也就是測地線。 

直觀上：「若一個向量場長度恆定且其積分曲線代表的運動方向和自身完全一

致，不產生任何側向力或變速，這樣的路徑就是測地線。」 

DeepSeek： 

設 ( )T t ，我們要證明 0TT  ，即 0f f    

1f   即 ( , ) 1g f f     

兩邊對作協變導數： ( , ) 0 2 ( , ) 0f fg f f g f f            



 


