
黎曼幾何筆記 

第一章 可微分流形 

1. 向量場  旋量 Spinor 

2. 奇點的標數 Gauss-Bonnet 定理(切線轉角定理是特例)與 Hopf-

Poincare 定理 

3. 散度定理(Divergence)：通量對體積的變化率是 Stokes 定理的

特例 從古典微分幾何推廣到 manifold 上 

4. [Parallel and Foucault] 

5. Lie groups 

6. 習題 

 

第二章 Differential forms 

1. Differential forms 

(1) [Differential forms]把計算整合起來 例如[Stokes 定理] [Structure equation] 

2. 何謂可積 [Frobenius theorem]有兩種形式 (1)vector field (2)differential form 

3. 習題 

第三章 黎曼流形 

1. (1)Levi-Civita connection (2)自旋聯絡 

(1) 在曲率的脈絡上 [Christoffel symbols]給廣義相對論提供了數學(計算)基

礎 用 Euler-Lagrange equation[R.Herman]可方便求之 

2. 正交活動標架法 

3. (1) Covariant derivative  (2) parallel transport (3)傅科擺 

4. Calculus on Riemann Manifold  

(1) Lie derivative (2)covariant derivative (3)外微分 (4) Killing fields 何謂對稱 

(2) 流形上有三種運算，[Cartan magic formula]把它們串起來 

5. Exponential map  

指數映射 是一個局部的可微同胚(local diffeomorphism) 可以建構(1)正則鄰

域 (2)Jacobi field 

6. Geodesics 

https://people.uncw.edu/hermanr/GRcosmo/euler-equation-geodesics.pdf
https://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Hermann_(mathematician)
N3401LieDerivative.pdf
N3404KillingVector.pdf


7. Hopf-Rinow theorem 

8. (1)S^2 (2) IxS^2 (3)S^3 (4)Hyperbolic plane 

9. 習題 

第四章 曲率 

1. Metrics 黎曼流形(M，g)  度量決定流形的性質 

[Induced metric] 

2. Curvature 作用在物質上顯現出重力 energy-momentum 影響時空 創造出曲率 

3. 黎曼曲率張量 等長變換(isometry) 

(1) 截面曲率 sectional curvature  

(2) Ricci curvature 據說反映非歐幾何中體積的扭曲。 

(3) scalar curvature 

4. Jacobi fields 

5. Gauss-Bonnet theorem  

6. 幾何與廣義相對論中的純量曲率 

Ricci 曲率是曲率張量的跡(trace)，是曲率的某種平均值，它滿足比安奇恆

等式，奇妙地可以看成一條守恆率，愛因斯坦利用了這條守恆律來把重力

幾何化，從此我們不再視重力為物體之間的吸引力。[丘成桐] 

7. 習題 

第五章 幾何力學 

1. 把童年中的 Spinning top 與 Killing field 連接起來，順便看一下 SO(3) 算一下
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