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§ 向量場奇點的標數 

1. 切線轉角(Hopf Umlaufssatz)定理 

2. Holonomy角 C KdM 

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3. Gauss-Bonnet定理   

4. Hopf-Poincare定理 奇點標數和= ( )M  

5. 
1

( )
2i

i

p

p M

Ind X KdM M


    

 

 



2 

 

 

 

例 求 
3 2 3 2X=( 3 , 3 )x xy y x y  在(0，0)的標數   do Carmo p.283 
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I dt

dt

 


  ，其中是向量場 v與 uX 的夾角 

3 2 3 2( 3 , 3 )v x xy y x y   ， cos , sinx t y t    

2 3 2 2 3 2 2 6 6 2 2(cos 3cos sin ) (sin 3cos sin ) cos sin 3sin cos ... 1v t t t t t t t t t t        

1v  ，所以設 3 2 3 2cos 3cos sin cos ,sin 3cos sin sint t t t t t      

則 

2 3 2 2 2sin 3sin cos 3sin 6sin cos 3sin (3cos sin )
d

t t t t t t t t
dt


        …(1) 

2 3 2 2 2cos 3sin cos 3cos 6sin cos 3cos (3sin cos )
d

t t t t t t t t
dt


       …(2) 

2 2 4 4 2 2( ) 9sin (9cos sin 6sin cos )
d

t t t t t
dt


    

      
2 4 4 2 29cos (9sin cos 6sin cos )t t t t    

      =
2 2 6 6 2 281sin cos 9(sin cos ) 54sin cost t t t t t    

      =
2 2 2 227sin cos 9(1 3sin cos ) 9t t t t    

所以 I= 3   

(1,1) ( 1,1) ( 1, 1) (1, 1)( 2, 2), (2, 4), (2,2), ( 2,4)V V V V            
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圖長這樣 ，所以 I=-3， 

所以原向量場的水流圖就是下圖 

 

繞奇點逆時針轉一圈，水流的切向量順時針轉 3圈，所以 I=-3 

奇點標數與附近水流的情況。 
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The prove is in p.144 

 

1. 初等微分幾何講稿   黃武雄   p.151 Hopf-Poincare標數定理 

2. 大域微分幾何   p.30 

3. An Introduction to Riemannian Geometry p.142 Gauss-

Bonnet theorem 

4. Differential Geometry of Curves and Surface   P.do 

Carmo   P.282 Exercise 4-5 (6) 


