
Examples of Jacobi fields 

1. Jacobi equation 
2
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Assume ( ) (cos ,sin ,0)t t t  ，a geodesic lied in the equatorial plane。 

Consider a variation of ( )t  by rotating the sphere slightly around the x-axis。 

This gives a family of geodesics： ( ) (cos ,sin cos ,sin sin )s t t t s t s  ，where s is the 

parameter of the variation。
0( ) ( )t t    

The Jacobi field J(t) is obtained by differentiating ( )s t  with recpect to s at s=0 
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，we have J(t)=(0,-sint,cost) 

Interpretation： 

 

2. ( )t 是 上切於緯圓 tC 的平行向量場， 1  ，且 ( ), '( ) 0t t    

則 ( ) (sin ) ( )J t t t 是 上的一個 Jacobi 場。 
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   ， ( ) 1, ' 0t     ， 

取切部，則 (cos ) ( )
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 ，同理 
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因為 ( ), '( )t t  皆為平行移動，故保持度量，即

( ), '( ) 0t t    

( '( ) ( )) '( ) ( )t t t t       
因此 ( '( ) ( )) '( ) ( )t J t t J t     
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所以 ( ) (sin ) ( )J t t t 是 上的一個 Jacobi 場。 

注意到 ( ) 0J    

 

 

 



3. A simple and explicit example of a Jacobi field on 3S   

Let ( ) (cos ,sin ,0,0)t t t   is a great circle in the 
1 2( , )x x -plane of 4R   

Define the variation ( ) (cos ,sin , cos , sin )s t t t s t s t  ，then J(t)=(0,0,cost,sint) is the 

Jacobi field。 

在 3S 上曲率恆為+1，Jacobi 場的通解在測地線上有著標準形式。由於 S^3 

的截面曲率為 1，Jacobi 場的方程可簡化為： ''( ) ( ) 0J t J t    

其一般解為 J(t)=Acost+Bsin(t)，其中 A,B 是測地線上與 ( )t 正交的恆向量。 

幾何解釋： 

 

Properties： 

 

 

 


