
§ 弧長的變分 
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Lemma 2   V(t),W(t)是沿 的可微向量場，則 
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定理一. 
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給定一條測地線，上面的 Jacobi 場就是這條測地線上的測地變分場。 

幾何上來說，它刻畫了流形上一條測地線「變動」到附近測地線的趨勢。 

 



§ 弧長的第二變分式 
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定理 

 是(M,g)上的一條測地線，設 1T   

對 做變分
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這裡 ( , ) ( , ) ,K T V R V T T V 是截曲率。 

這裡顯示弧長的第二變分式與曲率關係。 

c.f. JacobFields(測地線的變分) 

 

設 ,p q M ， : { :pq    為 M 上連接 p 到 q 的C -曲線} 
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在 pq 中 

1.  是 E 的 stationary point  是測地線(  是 L 的 stationary point)。 

2. 設 是測地線，在 pq 中考慮某二階變分，則 "(0) 0 "(0) 0L E    

p.194~196 有關於測地線穩定性的說明。 
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截曲率越大，則 "(0)L 會越小，測地線越不穩定。以下 Synge 定理是這項觀察的

應用。 

 

§ Synge 定理 

封閉的正曲率流形若為偶數維且可定向，則必為單連通。 

[Spacetime and Geometry]  Sean Carroll 

Ch 3 p.107 

求 geodesic equation 有多種方法，用 Euler-Lagrange 方程式是其一。 



c.f. Geodesics 

這裡考慮對 proper time functional 
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考慮路徑的無窮小變分(infinitesimal variations)下積分的變化 
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Where the variation x  vanish at the end points of the path。 
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After rearranging some dummy indices， 

 
Since we are searching for stationary points，we want I  to vanish for any variation 

x ，this implies 

 

The geodesic equation。 


