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第四章 黎曼流形 

§ 4-1 

若流形 M 上存在處處可微 恆正二階對稱協變張量場 G，則稱流形 M 為黎曼流

形。G 稱為度規(metric)張量場。(恆正改為非奇異 則為廣義黎曼流形) 

2 i j

ijds g dx dx=  

流形 M 上的曲線 x(t)弧長
1

2( )
i j

ij

dx dx
s g dt

dt dt
 =   

 

 
定理 

在黎曼流形 M 上存在唯一的無撓保度規聯絡。(Levi-Civita connection) 

 

 
Lorentz 流形： 

定理 

在局域緊光滑流形 M 上允許存在正定的度規。 

 

§ 4-2 黎曼流形上的微分形式 

Hodge運算、餘微分  、Laplace 算子  

 

Maxwell 方程 

1. 庫倫定律 4divD =  

2. 磁荷不存在 divB=0 

3. 法拉第電磁感應定律 
1 B

rotE
c t


= −


 

4. 安培定律
1
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rotH J
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


= +

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§ 4-3 黎曼曲率張量 Ricci 張量  p.136 

 

 

§ 4-4 等長變換 共形變換       p.140 

 

 

§ 4-5 截面曲率 等曲率空間     p.145 

 

 

§ 4-6 愛因斯坦引力場方程 

牛頓引力的來源是物質，而場論中物質由體系的能量動量表達，它們是引力的

來源。 

一般物質能量動量張量可表為二階對稱張量T ，故能量動量守恆滿足

0T 

 = ；愛因斯坦將引力歸結為空間本身的度規性質，而後者又決定於空間

中物質的分布，存在物質的時空會引起時空彎曲，在彎曲時空中能量動量守恆

表示為 0T 

 =  

愛因斯坦引力方程式 

4

1 8
8

2

G
G R g R GT T

c
    


= − = =  

R 是 Ricci 張量、R 是 scalar tensor、G 是牛頓重力常數 

 
… 

 

§ 4-7 正交標架場 自旋聯絡 時空規範場初步  p.151 

 
在黎曼流形上可以引入處處正交的切標架向量場 ( )ae x  

( ) ( ) , 1,2,...,i

a a i
e x e x a n

x


= =


滿足 
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,i j ij ab i j

ij a b ab a bg e e g e e = = ，其中 ab a

ab b  = =  為平度規，對歐氏空間君取正

號，對閔氏空間最後一個指標 1nn = − ，其餘取+1 

 

 

… 

… 
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… 

… 

黎曼流形上存在兩種聯絡：Levi-Civita 聯絡、自旋聯絡 

… 

 

§ 4-8 測地線 Jacobi 場與 Jacobi 方程 

如果有 metric 則通常兩點之間有最短離的曲線為測地線。在未定 metric 的流形

上，例如仿射流形上 測地線為自平行曲線，即平行運輸自己切向量的曲線。 

X 表示沿曲線的切向量 0X X = ，若
i

i

dx
X

dt x


=


則得 

2

2
,

0
i j k

i

jk

j k

d x dx dx

dt dt dt
+  =  

最短距離與自平行等價 這裡用作用量泛函與 Euler-Lagrangian 方程證明… 

 

 

§ Jacobi field 

在測地線附近曲線族的相對行為 

定義 ( , ) t

uF u t = 為由 p 到 q 的曲線 

原來的測地線是 0( ) (0, )tt F t = =  

假設曲線 可以連續變化為 1 1( ) , ( )t tt t   −= =  

曲線族 t

u 稱為 的變分。由 F(u，t)的連續性 也可固定 t 此時 ( , ) ( )tF u t F u 為

由 ( )t 到 ( )t 的曲線。 

以下用 ,V J
t u

 
= =
 

為切於相應曲線族的切向量場。 
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若它們滿足 V=[J,V]=0JL …(1) 

即它們中任一個可被另一個曲線族變更回自己， 

此時 在黎曼流形 M 上，當取無撓的(torsion free)黎曼聯絡  

黎曼撓率張量(torsion tensor)T， ( , ) [J,V]= 0J V J VT J V V J V J= − −  − = …(2) 

 

黎曼曲率張量算子 R(V，J)滿足 

[ , ]( , ) ( )J V V J J VR J V V V=   −  −  

        
J v V JV V=  −  …由(1) 

        
VJJ V VV=  −  …由(2) 

當 ( )t 為測地線時 0VV = ，上式化為 ( , ) 0V V J R J V V  + = …(*) 

此式稱為 Jacobi 場方程，滿足此方程的向量場 J
u


=


稱為 Jacobi 場。 

若非零的 Jacobi 場在測地線 ( )t 上的點 p、q 處為零，則稱 p、q 為測地線的共

軛點。 

(*)式或寫成 
2

2

D
( , ) 0

J
R V J V

dt
+ = ， '( )V t=  

[大域微分幾何]中寫成 2 R(J,V)V=0V J + ，其中
d

V
dt


= ，都是一樣的。 

 

習作 

1.  

2. … 


