
第 30 章　 cmc 上的 Jacobi 場與 Morse Index 定理

§1 問題的背景

本章中， 考 的問題： 常均曲率 (cmc) 曲面 Mn #
Rn+1 上 一 domain D = D(t) t 大， D(t) 上
面 的 Jacobi 場，其 值為 0， 積 [ Ch. 29 定

2]？ Jacobi 場 t 上 何分 ？ Jacobi 場的一個結構問
題， 1960 的 Morse index 定理。

Morse index 定理 的形式 ：考 Riemann 流形 XN 上的一 p，

及 p = γ(0) 的一 測地線 γ(t)， 第一個 γ(t) 上 的共
(conjugate point) 為 q1 ≡ γ (t1)， p̆ q1 上 一個 Jacobi 場，
Ch. 11 定理 Ω， 道：對 t′ 6 t1 < t′′， q′ = γ(t′), q′′ = γ(t′′)，

測地線 p̃ q′ 為穩定 (stable)； p̃ q′′ 為 穩定 (unstable)。 ，

q1，測地線 穩定 穩定。

， 一個共 ， 一個 index。 一個共 對應
一個 Jacobi 場， 對應 一個 nullity。 一個 nullity 對應 一個
γ(t) 上的 Hessian E 為 0 的變分向量場。 E 量 （energy

functional，參 Ch. 11 定理 Ω）。 一個 index， 對應 一個
Hessian E 為 定 (negative definite) 的變分向量場。 Jacobi 場的

(multiplicity) 要 算。

，γ[0, c) 上的 index γ[0, c) 上 的 （ linearly
independent）Jacobi 場的個 。 的 Morse index 定理。 用
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652 Ch. 30 cmc 上的 Jacobi 場與 Morse Index 定理

定理，Morse1，Milnor2，Bott3分 算 loop space 的 結構。

最小曲面 Mn # Rn+1 上，考 的問題， 考 一
大的 domain D(t)，其中 t 為參 。 問題 為 ， 變
， 的 Jacobi 場與 index 的 ， 。 Ch. 23 §1 中，

對 的 ， 理， 考 domain D(t) 第一共
與 外， 穩定 變 穩定的問題。

本章 一步，考 cmc 曲面上 的 Morse index 問題，
Jacobi 場 何分 的 。

要的 ， 用 Morse Index 定理 外， 考 的 的 Ja-
cobi 場 Lipschitz domain D(t) 上。 上， smooth domain
（ ∂D smooth）上 。 理 Jacobi 場， D(t) 的

(topological type) 可 t 變， D(t) 可 向 Mn 的
方， 及大域。 上的 ， 要 本章最 §6 與 §7。

Ch. 29 §2， 一 大的D(t) ⊂Mn # Rn+1，（t ∈
[0, b] ⊂ R1, p0 ∈ Mn, D(0) = p0 的小 域 ⊂ Mn）， 何從 subex-
tremal 變 extremal ， 變 穩定 (unstable)， subextremal
domain 穩定 (stable)。 extremal， D(t) 為 superextremal，

變分 FD(t) 上的 operator L = −∆
M
φ−∥B∥2φ [ Ch. 23 §3，

(17)-(18)式]，其特徵值的分

λ1(D(t)) < 0 6 λ2(D(t)) 6 λ3 (D(t)) 6 · · · ,

D(t) 可 穩定 (stable)。

D(t) 大，D(t) 變 穩定。 個 變的
[critical status]， 為 D(c), c ∈ [0, b]。 文 §2 定理 2 中，

對 cmc 曲面， Ch. 11 定理 Ω 的 ， D(c) 第一共
。

1參 [Mm]。
2參 [Mj3]。
3參 [Br]。
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§2

本章論 的方法， 從 前 的 C∞-架構 ，一 行 §5，
要結 及其 的 idea 。 C∞-架構 一

的 ， 法 的 (rigorously) 用 的論 。

， §6 與 §7， 式 架構， C∞- 中 的 ，

Sobolev ， Sobolev 中 ，

的論 。

的理 ，一為：C∞- 幾何 ， 分析學中
的 言；二為： C∞-架構 法 的 [ 7 與 8]， 引

Sobolev 架構， Sobolev 中 ，

Sobolev 理論的用 ， 為 ， 為 問題。

用 Ch. 29 §2 定的架構， 一 。考 Mn # Rn+1

為 cmc 曲面，其均曲率 常 H0。 D ⊂ Mn 為 relatively compact
D Mn 中的 closure D̄ 為 (compact)， 為 C∞。本章為

，“D ⊂Mn” 的 domain。

F(D) ≡
{
f : D → R; f ∈ C∞(D) ∩ C0(D̄), f |∂D = 0

}
,

G (D) ≡
{
f ∈ F(D);

∫
D
fdM = 0

}
. (1)

其 G (D) ：F(D) 中 積 (volume constraint) 的變分 全
。 F(D) 上考 L2-metric ⟨f , g⟩ =

∫
D fg dM。可 G (D)

F(D) 中的 hypersurface： G (D) = kerT, T : F(D)→ R，

T (f) =

∫
D
fdM, ∀ f ∈ F(D). (2)

稱 前（Ch. 29 §2） 的 operator

Lf ≡ −∆
M
f − ∥B∥2f, ∀ f ∈ F(D), (3)

為 stability operator，其中 ∆
M
為 Mn 上的 Laplacian，

∥B∥2 =
n∑
i,j
h2ij (4)
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為 Mn Rn+1 中第二基本式(hij) 的 norm square，其中 hij
標架 。

Ch. 29 §2 中 D 上的二 變分式：

J ′′(0) =

∫
D
Lφ · φdM, ∀φ ∈ G (D) , (5)

其中 J 為 AreaA(t) 積 V (t) = V0 的線性 (linear functional):

J(t) = A(t) + nH0 V (t). (6)

J ′′(0) > 0, ∀φ ∈ G (D)， D 為穩定 (stable)。 考 L 用
F(D) 上的特徵 uk 及特徵值 λk：

Luk = λkuk, k = 1, 2, · · · (7)

λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · → ∞, (8)

其中 {uk} 為構 F(D) 的一 基。 用 Rayleigh ，可

D′ ⊂ D′′ ⇒ λk(D
′) > λk(D

′′). (9)

考 應 L 的 symmetric bilinear form：

I(f, g) =

∫
D

(
Df ·Dg − ∥B∥2fg

)
dM (10a)

=

∫
D
Lf · g dM, (10b)

∀ f, g ∈ F(D)。

J ′′(0) =

∫
D
Lf · f dM = I(f, f) (11)

常 I(f, f) 為 I(f)。
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定 1 定 D ⊂Mn， G (D) 中 序定 unstable cone Λ̃ 及 strict
unstable cone Λ̃− 為

Λ̃ = {f ∈ G (D) ; I(f) 6 0} ⊂ G (D) ,

Λ̃− = {f ∈ G (D) ; f = 0 I(f) < 0} ⊂ G (D) ,
(12)

[ Λ̃− 稱 unstable cone]。

積 (volume constraint)，一 稱為 “Dirichlet
sense”， Dirichlet sense 定 應的 unstable cone：

Λ = {f ∈ F(D); I(f) 6 0} ⊂ F(D),

Λ− = {f ∈ F(D); f = 0 I(f) < 0} ⊂ F(D).
(13)

：Λ̃− = Λ− ∩ G (D)，Λ̃ = Λ ∩ G (D)。 ：

D 為 stable iff Λ̃− = {0}, (14)

：iff Dirichlet (strict) unstable cone 0 外， hyperplane
G (D)。 D 為 unstable iff Λ̃− % {0}。

Jacobi 場，共 ，第一共 概念， 用 Ch. 29
§2 的定 2。 Jacobi 場 的 φ ∈ G (D)，φ ̸= 0，

∫
D Lφ ·

g dM = 0, ∀ g ∈ G (D)。 ：「unstable cone Λ φ 切
(touches) G (D)」的 ：

0 ̸= φ ∈ Λ ∩ G (D) , Λ̃− = {0}. (15)

定理 1 定 D ⊂ Mn， Λ φ 切 G (D)， φ 為 D 上的 Jacobi
場。

： (15)式， I(f) > 0, ∀ f ∈ G (D)。 定 g ∈ G (D)，

I (φ, g) = 0：考 F (t) ≡ I (φ+ tg) , t ∈ R， φ+ tg ∈ G (D)，
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F (t) > 0。 外，φ ∈ Λ (13)式 I (φ) 6 0， φ ∈ G (D)，

(15)式 I (φ) > 0，

F (0) = I (φ) = 0.

F (t) t = 0 最小值。 ：

0 = F ′(0) =
d

dt
(I(φ+ tg))

∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
I (φ, φ) + 2tI (φ, g) + t2I (g, g)

)∣∣∣∣
t=0

= 2I (φ, g) .

(16)

φ 為 D 上的 Jacobi 場。 �

1 D ⊂Mn， φ ∈ G (D) 為 D 上的 Jacobi 場 iff

Lφ = 常 a =
1

|D|

∫
D
LφdM, (17)

其中 |D| = AreaD。 ： Lφ = a，

I(φ, g) =

∫
D
Lφ · gdM = a

∫
D
gdM = 0, ∀ g ∈ G (D) .

φ 為 D 上的 Jacobi 場。 ， 定 D 上的 Jacobi 場 φ ∈ G (D)，

Lφ 常 ， p, q ∈ D，Lφ(p) ̸= Lφ(q)。 g : D →
R， g = 0 D − Np ∪ Nq，其中 Np 與 Nq 分 p 與 q 的小 域，
Np ∩Nq = ∅， |Np| = |Nq|； g = +1 Np，g = −1 Nq。

g smooth out， g ∈ G (D)，
∫
D Lφ · gdM ̸= 0。與 φ 為

Jacobi 場 。 �

對 何 f ∈ F(D) L2- ， f = akuk [
∑

k 的
]。

Λ =
{
f ∈ F(D); λ1(a

1)2 + λ2(a
2)2 + · · · 6 0

}
. (18)
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理 ：

I(f, f) =

∫
D
L(aiui) · (ajuj)dM

=

∫
D
(aiλiui) · (ajuj)dM = (a1)2λ1 + (a2)2λ2 + · · · .

(19)

D = D(t) ⊂ Mn， t 大。 §3 對 的面
域 ， 切的定 ，稱為 面域 (monotone continuum) D =

{D(t); t ∈ [0, b]} , D(0) = p0 ∈ Mn， λk = λk(t) t「 」

變動（ 上 變小， (9)式 ， 要
細分析的， §6 理）。對 的 D，

D(t) = D(e), e ∈ [0, b]，為 extremal ，

0 = λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · → ∞.
對 t < e， (19)式， I(f) > 0, ∀ f ∈ F(D)， f = 0。

unstable cone Λ = {0} , ∀ t < e。 t = e， Λ = ⟨u1⟩， Λ− =

{0}。

D(t) 大，unstable cone Λ ，第一特徵 u1
u1 的 cu1 一個 Λ 中的變分 ， Λ(e) 0 外，

G (D)， D 的 ，u1 > 0， u1 /∈ G (D)，其中 Λ(t)

D(t) 上的 Λ。 Λ(t) ， Λ 0 外 G (D)。

切 的 φ Jacobi 場， D 第一共 。G (D)

的變分 stable unstable， 從 “穩定” “ 穩定” 的
。 D = D(c), 0 < e < c < b，c 。

對 ， 的 ：

定理 2 D ⊂ Mn 共 ， D 上的 Jacobi 場 φ ∈ G (D)，

D′ % D， D′ 為 unstable， g ∈ G (D′)，I(g) < 0。

： Step 1. 考 g = 1
αψ + αh, α > 0 個 定的微小 。其中

ψ = φ D; ψ = 0 G ≡ D′ −D. (20)
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30.1

[最 smooth out ψ] h ∈ G (D′)

h
∣∣
Γ
= −β∂φ

∂ν
,

∫
D′
hdM = 0, Γ = ∂D ∩D′, (21)

β ∈ F(D′), 0 6 β 6 1, β
∣∣
Γ0

= 1, Γ0 ⊂⊂ Γ。（ 30.2）

30.2

Step 2. D′ 上，考

ID′ (u, v) =

∫
D′

(
uivi − ∥B∥2 uv

)
dM, (22)

其中 ui = Diu，“
∑
i
” ， “dM” 。 算 變分 g 的

二 變分式。 g (piecewise smooth)， (10b)
， (10a) ， ：

J ′′D′(0) = ID′ (g) = ID′

(
1

α
ψ + αh,

1

α
ψ + αh

)
=

1

α2
ID (φ, φ) + 2ID (φ, h) + α2ID′ (h, h)



659

≡ I + II + III [ 序 三 ], (23)

I = 1

α2

∫
D

(
φiφi − ∥B∥2 φ2

)
=

1

α2

∫
D

(
(φiφ)− φiiφ− ∥B∥2 φ2

)
=

1

α2

(∫
∂D

∂φ

∂ν
φ+

∫
D
Lφ · φ

)
= 0, [ φ|∂D = 0, φ 為 Jacobi.]

II = 2

∫
D

(
φihi − ∥B∥2 φh

)
= 2

∫
∂D

∂φ

∂ν
· h+ 2

∫
D
Lφ · h

= −2
∫
Γ
β

(
∂φ

∂ν

)2

+ 0. [ (21)式， φ 為 Jacobi.]

J ′′(0) = 0 + (−A) + α2ID′ (h, h)。其中 −A < 0， 與 α 。

α > 0 小， J ′′D′(0) < 0， D′ 為 unstable。 �

一 ，變分學 理的變分 一定 可微（ ）， 定
理 2 中 g 的 。 可 變分 的 F(D)， Sobolev

W 1,2
0 (D)， W 1,2

0 (D) F(D) ∩ W 1,2(D) 一 Sobolev
W 1,2(D) 中的 closure， W 1,2(D) L2(D) 中， 一

微分， 一 微分 W 1,2(D)中的 全 [ Ch. 23 §3]）。
： 一 Sobolev理論中，W 1,2

0 (D) 的 C∞c ≡
{
f ∈ C∞(D) : suppf

⊂ D} ⊂ F(D) W 1,2(D) 中的 closure。 定 ，其 一 的
[ 本章 §7.1 Observation Z] 　

應的，上 hypersurface G

H(D) ≡
{
f ∈ W 1,2

0 (D);

∫
D
fdM = 0

}
. (24)

：H(D) 為 G W 1,2(D) 中的 closure。 考 extension

(F(D), G) ↪→
(
W 1,2

0 (D), H(D)
)
. (25)

本章前 的 對 (W 1,2
0 (D), H(D)) 基本上 ， 言
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， F(D) 中考 (17)式

Lf = −∆
M
f − ∥B∥2 f = a, (26)

的 f， (weak solution) f

I(f, g) =

∫
D

(
Df ·Dg − ∥B∥2 fg

)
=

∫
D
a · g, ∀ g ∈ H(D). (27)

W 1,2
0 (D) 中的值 定理 [ 本章 §6.3， (7)式與(8)式

； 二 變分式（(11)式）

J ′′(0) =

∫
D

(
∥Df∥2 − ∥B∥2 f 2

)
dM = I (f, f) . (28)

對 unstable cones， 用 Λ̃−，Λ̃；Λ−，Λ 的 。 上， 前
， 本章 §5 談的 ，從 C∞- Sobolev ，論

算 。 §6-§7 要 的 。 算 的
C∞- 中 論， 為 概念 。

定理 3 定 D ⊂Mn，relatively compact， R > 0，考

ΛR ≡
{
f ∈ W 1

0 (D); ID (f, f) 6 0 ∥f∥L2 < R
}
, (29)

ΛR L2(D) 為 ， ∀ {fn} ⊂ ΛR，fn L2(D) 中 子序
。

： fn ∈ ΛR，I (fn, fn) = ∥Dfn∥2 −
∫
D ∥B∥

2 f 2n 6 0，

∥Dfn∥2 6
∫
D
∥B∥2 f 2n 6 b0 · ∥fn∥2 , b0 > 0, (30)

其中 b0 為 ∥B∥2 D 中的一個上 。

∥fn∥2W 1,2(D) = ∥Dfn∥
2 + ∥fn∥2 6 (b0 + 1) ∥fn∥2 6 (b0 + 1)R2. (31)

Rellich 定理（ Ch. 23 §7）， {fn} 子序 ， 其
φ ∈ L2(D)。 �
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2 定理 3 中的 φ ，可 為 C∞。 考
D(t)， t > e ，Λ(t) D(t) 大 大， 切 G (D (c))

φ ∈ L2(D (c))。 定理 3 ΛR 的 性， 切 φ

。 φ I (g, g) G (D (c)) 上的 值（最小值）， 一
微分方程的理論， φ 為 regular， φ ∈ C∞(D (c))。

§3 要問題

考 一 大的 D(t) ⊂ Mn, 0 6 t 6 b。 p0 ∈ Mn，D(0) 為
p0 Mn 中的小 域 D(t) 上考 值 分 (7)與(8)式。

λk = λk(t) t 的 [ 本章 §6 與 §7]。 前 ，

D(t) 從一 p0 大 為 extremal domain D(e)， λ1 = 0 ，λk
> 0。

D(e) = D [λ1 = 0] . (32)

其 ， λ2 = 0 ， D(t) 為 D [λ2 = 0]， 文定理 4 中，
的 D(c) ：

D [λ1 = 0] ⊂ D(c) ⊂ D [λ2 = 0] . (33)

D [λ1 = 0] 與 D[λ2 = 0] ， Jacobi 場 。 值 分
(7)與(8)式考 的 的 Dirichlet 。 上 cmc 曲面 要的變

分 ， 要 積 (volume constraint) V = 常 V0。

要問題 D [λk = 0] λk = 0 的 D (t)，

λ1 < λ2 6 · · · 6 λk−1 6 λk = 0 6 λk+1 6 λk+2 6 · · · → ∞。 (34)

對 何 k， Jacobi 場 D [λk−1 = 0] 與 D [λk = 0]

？ D(t)， D(t) 上 （ 的）Jacobi 場，

D [λk−1 = 0] ⊂ D(t) ⊂ D [λk = 0]? (35)

其中 t ∈ [0, b)，b 大。 用 tk D [λk = 0] 的參 t，

D (tk) = D [λk = 0] . (36)
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D(t) t 大 ，{tk} Jacobi 場分 的參考架構。

本章要 的 要結 ， 上 Jacobi 場的 (multiplicity)
與 λk 的 的對應 。

Barbosa-Bérard [B-B] “twisted” eigenvalue λTk 與 Dirichlet
eigenvalue λk（ (34)式） 的， λk 6 λTk 6 λk+1, ∀ k。

的結 的架構中，考 面域 D = {D(t); t ∈ [o, b]} ，
λk = λk(t) 為 [ §6 與 §7]， 的結 ， 可

本章的 結 ， [B-B] 的， 分析學的方式 ，

本章(34)式的結 為動 的 [與 t ]， 幾何的形式 。 的
：[H-L] 考 的 D(t) 動 ， D(t) 的 topological type 可

變；D(t) 本 為 的 Lipschitz domain。

對 要問題， 用維 n = 1 的 子， (35)式 何 。

1 M 1 = S1 ⊂ R2，考 R1
x
#R2，

R1 = T0M
1 =

{
t ∈ R1; t ∈ (−∞, ∞)

}
,

x(t) = eit ∈ S1 ⊂ R2, ∀ t ∈ R1。考 Dℓ = {eit ∈ S1; 0 < t < ℓ} ⊂
S1， ℓ ，Dℓ 大。 M 1 = S1 ⊂ R2 為一維的 cmc 曲面。

(i) 定 k， ℓ， Dℓ = D [λk = 0]： F (Dℓ) 上考 前 stability
operator n = 1 的特 ， ：

Lf = −∆
M
f − ∥B∥2 f = −f ′′ − f. (37)

其中 f = f(t), t ∈ (0, ℓ)。 L 的特徵 uk

u′′k = − (1 + λk)uk, k = 1, 2, 3, · · · (38)

算 ： Dℓ 上

uk = ck sin
(
kπ

ℓ

)
t; λk =

k2π2

ℓ2
− 1, (39)
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λ1 < λ2 < λ3 < · · · → ∞， 上式 [(38)式]，

λk = 0 iff ℓ = kπ. (40)

Dkπ = D [λk = 0]。 Dπ 為 extremal domain D(e)，D2π

為 的 D(c)。 Dkπ = D [λk = 0] 上， 特徵值 λk = 0

對應的特徵 為 u∗k，

u∗k(t) = ck sin t. (41)

(ii) ℓ， Dℓ 上 Jacobi 場： g ∈ F (Dℓ) 為 Jacobi 場 iff

Lg = −g′′ − g = a, 其中 a 為一常 . (42)

g(t) = A cos t + B sin t − a 為一 ， a = 1。

g ∈ G (Dℓ) iff g(0) = 0 = g(ℓ)
∫ ℓ
0 gdt = 0。

ψ(ℓ) ≡ 2− 2 cos ℓ− ℓ sin ℓ = 0, iff Dℓ 上 Jacobi 場。 ψ(ℓ) 的
形（ 30.3）。 ℓ1, ℓ2, ℓ3, · · · ψ(ℓ) = 0 的 ，

ℓ1 = 2π ∈ (π, 2π], ℓ2 ∈ ((2.5)π, 3π) ⊂ (2π, 3π],

ℓ3 = 4π ∈ (3π, 4π], ℓ4 ∈ ((4.5)π, 5π) ⊂ (4π, 5π], (43)

ℓ5 = 6π ∈ (5π, 6π], ℓ6 ∈ ((6.5)π, 7π) ⊂ (6π, 7π], · · ·

要問題的猜想(35)式。

(iii) (36)及 (i)， tk = kπ, ∀ k = 1, 2, 3, · · ·； (ii) Dℓ 上
（ 的）Jacobi 場 iff ℓ = ℓk

tk 6 ℓk 6 tk+1 (44)

維 n = 1 ，M 1 = S1 一的 cmc 曲面， 1 (44)式，
n = 1 要問題中的猜想 [(35)式]。 �

一 維 的(35)式， k = 2 ：
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30.3

定理 4 D(e) 與 D [λ2 = 0] ， 的 D(c) [稱 為 critical
domain]。 D(c) 上 （ 的）Jacobi 場， 第一共 。

： Step 1. (36)的定 ，D (t2) = D [λ2 = 0]。 D (t2)上，λ1 (t2) <
λ2 (t2) = 0，Luk = λkuk, uk ∈ F (D (t2))，k = 1, 2, · · ·。 ：

Λ̃ (D (t2)) ≡ Λ (D (t2)) ∩ G (D(t2)) ̸= {0} . (45)

上，對 v = αu1 + βu2 ∈ F (D (t2))， v ∈ Λ (D (t2)) iff
I (v) = λ1α

2 + λ2β
2 6 0。 α 與 β， β ̸= 0，

α = −β
∫
D
u2
/∫

D
u1, [

∫
D
u1 ̸= 0]. (46)∫

D v = α
∫
D u1 + β

∫
D u2 = 0。 v ∈ Λ (D (t2)) ∩ G (D(t2)) =

Λ̃ (D (t2))。 Λ̃ (D (t2)) ̸= {0}。

Step 2. 定理 3 中

ΛR(D) ≡ Λ(D) ∩
{
f ∈ F(D);

∫
D
f 2 < R

}
(47)

L2(D) 中為 。 Step 1， t 6 t2 t ΛR (D(t))

「切 」G (D(t))。 定理 1，其切 向量 φ 的 Jacobi 場。 �

考 “twisted” operator L̃[ Barbosa-Bérard [B-B]]； 一
，L 的 restriction

L|G(D) : G (D)→ C∞(D) (48)
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G (D)→ G (D) 的 operator。 考

L̃g = Lg − 1

|D|

∫
D
Lg, ∀ g ∈ G (D) , (49)

其中 |D| ≡ Area(D)， ∀ g ∈ G (D)，可∫
D
L̃g =

∫
D
Lg −

(
1

|D|

∫
D
Lg

)∫
D
1 = 0. (50)

其 應的 bilinear form 為

Ĩ (g, f) =

∫
D
L̃g · f =

∫
D
Lg · f = I (g, f) , (51)

∀ g, f ∈ G (D)。 上式中 用
∫
D f = 0。 (51)式， L̃

G (D) 上的 unstable cone為：

Λ(D) ∩ G (D) = Λ̃(D). (52)

(50)式中 L̃g
∫
D Lg = 0， L̃g

∣∣∣
∂D
一 0。 L

G (D) G (D) 中，

L̃ : G (D)→ C∞ (D) . (53)

前 論的 C∞- Sobolev ， 可

L̃ : H2(D)→ H0(D) [ §6] (54)

其中 H2(D) 與 H0(D) 序分 為 G (D) W 2,2(D) 與 L2(D) 中的
closure。 Hk+1 (D) Hk (D) 中 dense。 概念 §6 細的
。

§4 Morse index 定理

前 定理 2，其 Morse index 定理的特 ， ： 第一個
Jacobi 場 ， 的， 一個 index（標 ）與 Jacobi 場 對
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應。定理 2 的 ， 要一 的分析學的 。 的 ，

為 的、 的 Morse index 定理 起 [ 文定理 5]。
可 ？ 的 Morse index 定理 Ch. 23 值 分

(spectrum decomposition) 的基礎上面。 值 分 定理， 用 的分
析學 。 問題 與 ， 可 「平 的」

的 問題。

學 與 的 。 的定理 2，與 的
Morse index 定理，為 一個 要 的 子。

λk = λk(t) 對 t 。[ §6-§7]

的 Morse index 定理。 個 Morse index 定理的
形式 Frid-Thayer [F-T] 的 獻。

X 為一個 Hilbert ，A : X → X 為 linear, self-adjoint
，

Aek = λkek, (55)

其中 {ek} 為 X 上的一 基，

λ1 6 λ2 6 λ3 · · · → ∞. (56)

B : X ×X → R 為 應 A 的 bilinear form，i.e.

B (f, g) = ⟨Af , g⟩, ∀ f, g ∈ X. (57)

B 為對稱 。 φ ∈ X φ ∈ kerA， 稱 φ 為一個 的
Jacobi 場， Aφ = 0。

B(φ, g) = 0, ∀ g ∈ X; (58)

理 ： Aφ = 0， B(φ, g) = ⟨Aφ , g⟩ = 0, ∀ g ∈ X。 ，

g = Aφ ∈ X， ∥Aφ∥2 = ⟨Aφ , Aφ⟩ = B(φ, Aφ) = 0。 Aφ = 0。

φ (58)， 稱 φ ∈ KerB。 ，KerA = KerB。 一方面，
B (ek, g) = λk ⟨ek, g⟩, ∀ g ∈ X， 稱 λk 與 ek 序分 為 B 的

特徵值與特徵 ， 與(55)式 。
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要 的架構 用 前 cmc 上的 Jacobi 場 ，

考 的 A 前 的 L， L̃， 一個 。 (17)式及(49)式，
cmc 上的 Jacobi 場 φ L̃φ = 0 的 G (D) 中的 φ。

定 2 定 bilinear form B 的 nullity ν 為

ν = dim (ker B) . (59)

nullity ν 其 「線性 的 Jacobi 場」（ 稱為 Jacobi
場）的個 。

一方面考 unstable cone

Λ− ≡ {f ∈ X; f = 0 B (f, f) < 0} . (60)

定 3 定 B 的 index i = Ind(B) 為

i = dimW, (61)

其中 W 為 Λ− 中最大的線性 (linear space)。

定 X = X(t) 為一 t 的 Hilbert space，其中 t ∈
[0, b]， X(t) $ X (s) , ∀ t < s。 X(t) X(b)中的 subspace,
∀ t ∈ [0, b]。 A = A(t) 為 X(t) 上 t 變 的 self-adjoint,
continuous linear operator，其值 {ek(t), λk(t)} (55), (56) 式，

λk(t) t 的 。 t = 0 ，λk(0) > 0, ∀ k。

ν(t) 與 i(t) 分 應 B = B(t) 的 nullity 與 index。Frid-
Thayer [F-T] 的 Morse index 定理。

定理 5 (Morse index 定理的 ) 定 X(t)與 B(t) 前 。對 α, β ∈
[0, b]， 0 6 α < β 6 b，

i (β)− i (α) =
∑

α6t<β
ν(t). (62)
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上式 為 t ∈ [α, β) 的 X(t) 中 Jacobi 場的個 。

用 個 Morse index 定理。

3 定理 5 的 ，可 及 B (t)， 定 A (t)。

Morse index 定理 。

：

Step 1. (index) i(t) dimW (t)，其中 W (t) 為 Λ−(t) 中最
大的線性 。 Λ−(t) ：0 上

λ1x
2
1 + · · ·+ λjx

2
j + · · · < 0 (63)

的 f =
∑

k xkek ∈ X(t) 的 。 λj = λj(t)。 (56)式
s ∈ {0, 1, 2, 3, · · · }，

λ1 6 λ2 6 · · · 6 λs < 0 6 λs+1 6 λs+2 6 · · · → ∞, (64)

λs 為 0 變 的 A(t) 的特徵值。(63)式 ，

W (t) = {xs+1 = xs+2 = · · · = 0} ,

W (t) =

{
f =

s∑
k=1

xk ek(t) ∈ X(t); xk ∈ R
}
; (65)

i(t) = dimW (t) = s, (66)
index i(t) X(t) 中 特徵值 λ1, · · · , λs 的個 。

Step 2. (nullity) 定 2 (59)式， nullity ν(t) 其 X(t) 中
Jacobi 場的個 。最 t = 0 ，

λk(0) > 0, ∀ k, (67)

： t = 0 ， （ 的）Jacobi 場， 為 Jacobi 場 φ ：

φ =
∑

k akek ∈ X (0) ，

B (φ, g) = 0, ∀ g ∈ X (0) . (68)
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B (φ , φ) = λ1a
2
1 + λ2a

2
2 + · · · > 0。 t 大，

λ1(t) = 0 ， 一個 Jacobi 場 e1(t)，

B (t) (e1 (t) , g) = λ1 (t) ⟨e1 (t) , g⟩, ∀ g ∈ X (t) , (69)

λ2(t) = 0 ， 第二個 的 Jacobi 場 e2(t)，

B (t) (e2 (t) , g) = λ2 (t) ⟨e2 (t) , g⟩ = 0, ∀ g ∈ X (t) . (70)

： t 大 ：λk(t) 變

λ1 6 λ2 6 · · · 6 λs 6 0 < λs+1 6 λs+2 6 · · · → ∞. (71)

的 子 ， 的 Jacobi 場 個 s 個。 ， ：

i(t+) = s =
∑

06t<t+
ν(t), (72)

其中 t+ = t+ ε t 大微量 ε > 0 的 ， 為 t 一 變 t+

，λs(t
+) > λs(t)， (64)式 。[ §6 λk(t) 。]

Step 3. (72)式，考 0 6 α < β 6 b， (62)式 。 �

4 定理 5 的 「λk(0) > 0, ∀ k」， 上可 用， 為 中
Step 2 (72)式 要 ， Step 3 中考 i (β)− i (α) ，

可 ， (62)式。

5 (56)式的 法， 特徵值的 算 。 λ1 < λ2 =

λ3 < λ4 6 λ5 6 λ6 · · ·， λ = λ2 = λ3， 特徵值 λ 的 為 2，其
應的特徵 構 2 維的 ：

{f = ae2 + be3; a, b ∈ R} . (73)

論(64)，(71) 式 ，λs � λs+1。 的， 為特徵值 的特徵
一起 W (t)， 一起 W (t)； 的，特徵值為 0 的特徵
， 一起算 kerB 中。
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§5 cmc 曲面上 Jacobi 場的分

本章的 要問題。

定 Rn+1 中的 cmc 曲面Mn。對 考 的 domain D(t) ⊂
Mn，0 6 t < b， L 的特徵值 λk(t) 對 t （ 文

2）； D ≡ {D(t); 0 6 t < b} 的定 一 應 考 的
（ 文 3）。

2 考 最 的 ，D(t) ⊂ R1。

D(t) ≡ D−(t) ∪D+(t), 0 6 t < 1, (74)

其中 D−(t) = (−π, π (t− 1)) , D+(t) = (π (1− t) , π)。 定
D (1) = (−π, π)， ，Lf = −∆

M
f − ∥B∥2f = −f ′′。

0 < t < 1 ，

u1(x) =


sin 1

t
(x− π (t− 1)) , x ∈ D−(t),

sin 1

t
(x+ π (t− 1)) , x ∈ D+(t),

(75)

為 L(t) D(t) 上的第一特徵 ， 應的第一特徵值λ1(t) = 1/t2。

t = 1 ，u1(x) = cos (x/2) 為第一特徵 ，其 應的第一特徵
值λ1(1) = 1/4。

lim
t→1−

λ1(t) = 1 ̸= 1

4
= λ1 (1) . (76)

，λ1(t) 對 t 。

3 M 2 = {(x, eiy); x, y ∈ R1} ⊂ R1 × S1 為 R3 中的 面。
p0 = (0, 1) ∈M 2, D(0) = {p0}，D(t) 為 M 2 上 p0 為 ， t 為
的測地 ，0 6 t < π。 t = π ，D(t) −p0 一 ，

（ t 大），D(t) 為 分 的測地 ， 其 ， M 2

上，D(t) 為「 (cylindric)」， 30.5。 t > π ，D(t)
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30.4 30.5

的 變， 其 「 (smooth)」， λk(t) 對 t 。

值 定 的 D = {D(t) ⊂M 2; t ∈ [0, b)}。

定 4 Mn # Rn+1 為 cmc 曲面。考 D = {D(t) ⊂ Mn; 0 6 t 6
b}，其中 一個 domain D(t) 為 relatively compact； p0 ∈Mn，D(0)

為 p0 的一個小 域，

s < t⇒ D(s) $ D (t) , (77)

要 D(t) 為 C∞-變形 (smooth deformation)， ，對 定
t ∈ [0, b]，

D(t) = ξ(Ω× t), (78)

其中 D(t) D(t) Mn 中的 closure， ξ : Ω × [0, b]
C∞−→ Mn，Ω̄

為 n 維 C∞-流形，其 ∂Ω ， ξ|Ω×t 為 diffeomorphic into.。
稱 D 為 C∞- 面域 (smooth continuum)， 稱 C∞-

(smooth continuum)。

2 與 3 C∞- ，本 §5 論為 C∞- 。

§6-§7， 一步考 一 的 C0- ，用 3 可
變 D(t) 的 。

要 用 λk(t) 對 t 的 性及其 的性 [§6 的
]， 上 Morse index 定理， §3 的 要問題。

對 Mn 上 定的 C∞- D = {D(t); 0 6 t 6 b}，考 L



672 Ch. 30 cmc 上的 Jacobi 場與 Morse Index 定理

D(t) 上的特徵值 λj = λj(t)，

λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · → ∞, (79)

Luk = λkuk，uk = uk(t) ∈ F(D(t)) 為 應的特徵 。 (re-
group) {λj}，

λ̄1 < λ̄2 < λ̄3 < λ̄4 < · · · → ∞, (80)

其中 λ̄k ， λ̄k 的 (multiplicity) 為 mk = mk(t)。

為 ， 第 §3，(36)式的 ， tk ∈ [0, b)

D (tk) = D
[
λ̄k = 0

]
, (81)

： t 大，λ̄k(t) ， λ̄k(t) = 0 的 t， 為
tk。

λ̄k (tk) = 0. (82)

一 tk ， 0 < t1 < t2 < t3 < · · ·。
t1, t2, t3, · · · 論 Jacobi 場 的參考 標：

D (tk) 上 應 λ̄k (tk) = 0 的特徵 為

uk,1, uk,2, uk,3, · · · , uk,mk
. (83)

其中 uk,j 為（ ）線性 (linearly independent)，mk 其 。

nk = m1 +m2 + · · ·+mk. (84)

對 何 t ∈ [0, b]， ℓ

λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · 6 λℓ < 0 6 λℓ+1 6 · · · → ∞, (85)

其中 λj = λj(t), ∀ j = 1, 2, 3, · · ·，

i(t) = ℓ. (86)
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ℓ = ℓ(t)。

t+k = tk + ε，其中 ε > 0 為微小量。 t = t+k ， ：

λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · 6 λnk < 0 < λnk+1 6 λnk+2 6 · · · → ∞,
(87)

其中 λj = λj(t
+
k ), ∀ j。 ， t 從 0 ， t+k ，

0 變 的特徵值（ 一定 ）， 共 nk 個。

定理 6 定 cmc 曲面 Mn # Rn+1 及 Mn 上一個 C∞- 面域 D =

{D(t) ⊂Mn}。 i(t) 與 ĩ(t) 序分 為 L F(D) 上，與 L̃ G (D)

上的 Morse index，其中 L 與 L̃ 定 (3)式與(49)式，

i(t)− 1 6 ĩ(t) 6 i(t), ∀ t ∈ (0, b]. (88)

6 文 [Gk] ， ：

ĩ(t+k ) = i(t+k )− 1 = ℓ− 1. (89)

ℓ = ℓ(t+k ) = nk， (85)、(87) 式 定。

[Gk]：對 D(tk) 上的 L， 應 特徵值 λ̄k（ λnk）的特徵
uj，

∫
D(tk)

uj ̸= 0， uj /∈ G (D(tk))。

30.6 三
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定理 6 與 文 要定理（定理 7）， 可 用 Sobolev W 1
0 (D(t))

上。

定理 6 的

Step 1. index 的定 (61)式，

i(t) = dimW ; ĩ(t) = dim W̃ . (90)

其中 W 與 W̃ 分 為 Λ−(t) 與 Λ̃−(t) ≡ Λ−(t) ∩ G (D) 的最大線性
。 W̃ ⊂ W， ĩ(t) 6 i(t), ∀ t ∈ [0, b)。 (88)式 。

外， 定 ，Λ−(t) 0 與 f = a1u1 + a2u2 + · · · ∈ F(D(t))

，其中
I(f) = λ1a

2
1 + λ2a

2
2 + · · ·+ λℓa

2
ℓ + · · · < 0. (91)

Wℓ ≡ linear span⟨{u1, u2, · · · , uℓ}⟩， Wℓ ⊂ Λ−(t)。

Step 2. Λ−(t) 中 何最大線性 V Wℓ， V 與 Wℓ 的
linear span Λ−(t)。 Wℓ 為 Λ−(t) 中的最大性
(maximality)， i(t) = ℓ。理 Wℓ Λ−(t) 中 最
大， h = h1u1 + h2u2 + · · · /∈ Wℓ

g + h ∈ Λ−(t), ∀ g ∈ Wℓ. (92)

g = −h1u1 − · · · − hℓuℓ，

g + h = hℓ+1uℓ+1 + hℓ+2uℓ+2 + · · · ̸= 0, [ h /∈ Wℓ],

I (g + h) = λℓ+1h
2
ℓ+1 + λℓ+2h

2
ℓ+2 + · · · > 0， (92)式， 。

Wℓ 為 Λ− (t) 中的最大線性 ， i (t) = dimWℓ = ℓ。

Step 3. D (t) 上，u1 > 0, ∀ t > 0，
∫
D u1 ̸= 0， u1 /∈

G (D(t))， Wℓ ̸⊂ G (D (t))，其中 ℓ = ℓ (t) , ∀ t > 0。

Wℓ 中的 hyperplane V， V ⊂ Λ̃− (t) 中。考

g = a1u1 + a2u2 + · · ·+ aℓuℓ,
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其中 a2, a3, · · · , aℓ ，

a1 =

(
−a2

∫
D
u2 − · · · − aℓ

∫
D
uℓ

)/∫
D
u1, (93)

∫
D g = 0， g ∈ G (D (t))。 g ∈ Λ̃− (t)。 V 為 g 的

全 ， dimV = ℓ − 1, V ⊂ Λ̃− (t)。 ĩ (t) > dimV = ℓ − 1 =

i (t)− 1。 (88)式。

定理 7 用定理 6 的 。考 D (t) 上的 Jacobi 場，t ∈ [0, tk]。其
（線性） 的 個 為 µ [0, tk]，

nk − 1 6 µ [0, tk] 6 nk. (94)

[Gk] ，

µ [0, tk] = nk − 1. (95)

： 對 t ∈ [0, b)，考 (85)式， 定理 6， i (t) = ℓ， ℓ − 1 6
ĩ (t) 6 ℓ。 λj = λj (t) 對 t 的， t 從 0 tk，λj(t)

0，變 ，iff j = 1, 2, · · · , ℓ。 考 t = tk，

ℓ = i
(
t+k
)
= m1 +m2 + · · ·+mk = nk, (96)

nk − 1 6 ĩ
(
t+k
)
6 nk. (97)

Morse index 定理的 ， 定理 5 [ 文 7] L̃ :

G (D) 99K G (D) 上，

µ [0, tk] =
∑

06t6tk
ν̃ (t) =

∑
06t<t+k

ν̃ (t) = ĩ
(
t+k
)
, (98)

其中 t+k tk。 上 式， (97)與(98)， (94)式 。

[Gk] ， 定理 6 及(98)式， (95)式。 �
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7 文 §6 中 定理 5 Morse index 定理的 為定理 9，
可 用 定理 7 與 要定理（定理 8）的 ， 稱定理 9 為

「Morse index 定理的 cmc 形式」。

8 C∞- 中， 定理 5 L̃ 上的一個 ：G (D)

Hilbert， 對 t < s， D(t) ⊂⊂ D(s) 的 ，G (D(t)) ̸⊂
G (D(s))， 定理 5 中 X(t) ⊂ X(s) 的要 。 個
的方法， Sobolev ， 考 一 Sobolev

Ht ≡ H (D (t))。 Ht ⊂ Hs， 可 Ht 全 Hb 的子
，∀t 6 b。 一 ， 前 C∞- 中 的 變

(rigorous)， 。

定 5 定 I ⊂ [0, b]，考 D(t)上 的 Jacobi場，t ∈ I，
其 個 為 µ(I)。 的「 」， 「線性 」的 稱。 。

9 為 考 µ(I), I ⊂ [0, b]， D(t) 上為線性 的 Jacobi
場，t ∈ I， 一個 中，µ(I) 定 。 文 §6-
§7 中 考 Sobolev W 1

0 (D(b))。對 D(t) 上的 Jacobi 場 u，

t < b， u W 1
0 (D(b)) 中的 Sobolev ， u D(t) 外

（ D(b)−D(t) 上）， 值為 0。

D(t) 上的 Jacobi 場 t 上的分 。 ，

t1, t2, t3, · · · 參考 ， D(t) 上的 Jacobi 場 t 上的分
形。 的結 1 及 30.3 二維 上的 ， 本章的 要定
理：

定理 8 (Huang-Lin) Mn # Rn+1 為常均曲率曲面（cmc hypersur-
face）。考 D = {D(t) ⊂ Mn; 0 6 t 6 b} 為一 C∞- 。 一步
為 §6 定 的 C0- [ 定 11]。 定 k > 1， domain
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D(t)，其上 （ 的）Jacobi 場，

D[λk−1 = 0] ⊂ D(t) ⊂ D[λk = 0]. (99)

的 ，考 D(t) 上 的 Jacobi 場，其中 t ∈ [tk−1, tk]，

其 個 µ[tk−1, tk] ：

0 < mk−1 +mk − 1 6 µ[tk−1, tk] 6 mk−1 +mk + 1. (100)

k = 1, µ[0, t1] = 0。 要定理 一步對 的 C0-
[ §6 定 11] 。

定理 8 理 C∞- ， 。 為 C∞- 中的
domain D(t) 為 smooth， diffeomorphic，∀ t ∈ [0, b]。

用 Frid-Thayer [F-T] 的 Morse index 形式， 定
理 8 C∞- 的 。 ，對 一步的 C0- ，定理 8
理起 為 。其 本章的論 上 的地方， 為
(i) D(t) deformation 的 程 常 ；(ii) D(t) 的 Lipschitz
domain， 理起 ；(iii) D(t) 的 topological type 可 t

變， stability operator L 與 L̃ 的特徵值要 t ，變 一個
non-trivial 問題。 §6 與 §7 中 理，Observation Z 與引

理 A 。 ， 本張 結 的地方， 定理 8
全。

： 定理 5（ Morse index 定理的 ） 用 L̃ 上，其中 D =

D(tk)。

µ[tk−1, tk] =
∑

t∈[tk−1,tk]

ν̃(t) =
∑

t∈[tk−1,t
+
k )

ν̃(t) = ĩ(t+k )− ĩ(tk−1), (101)

其中 t+k > tk， tk。 定理 7 及(97)式， nk − 1 6 ĩ(t+k ) 6
nk， nk−2 − 1 6 ĩ(tk−1) 6 nk−2。

µ[tk−1, tk] 6 nk − (nk−2 − 1) = (mk−1 +mk) + 1. (102)

(100)式的 式。 理可 其 式。 �
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λ(t) 與 λ̃k(t) 對 t ， ， 的 ，

個 要定理 8最 的 分， 本章最 的 上 短的
定 。 ？ ？

§6 與 §6 細 析。

10 與定理 8 的 理，

mk − 1 6 µ(tk−1, tk] 6 mk + 1, (103)

mk−1 − 1 6 µ[tk−1, tk) 6 mk−1 + 1, (104)

mk − 1 6 µ(tk) 6 mk + 1, (105)
µ(tk) ≡ µ({tk})， D(tk) 上的 Jacobi 場的 個 。

與定理 8 的 的 法， 個 理：

理 1 定 k > 1， (tk−1, tk) 上最 一個 Jacobi 場，

µ(tk−1, tk) 6 1 (106)

理 2 定 k > 1， D(tk)上的 Jacobi場，其個 µ(tk) > mk，

(tk−1, tk) ∪ (tk, tk+1) 上 Jacobi 場，

µ((tk−1, tk) ∪ (tk, tk+1)) = 0 (107)

§3 1， dimM = 1 的 ，定理 8 及其 的 理 1 與 2
， 30.3， 的結論一 。 其中 ℓ1, ℓ2, ℓ3, · · ·

為 Jacobi 場 的 。 [H-L] 中， 可 二維的 子。

§6 Sobolev 架構

對 前 smooth 架構中 的問題， Mn 上的
“ ” Lipschitz domain D(t) 上 論， 理其上 Sobolev 變分



Sobolev 架構 679

。考 「 Lipschitz domain」的 D(t) 的 topological type
可 t 變， t ，D(t) 形式 向 Mn 的 方
及大域。

§6.1 (C0- )

定 Mn 中的一個 domain D。 f ∈ L2(D)，其一 微分 Df

∈ L2(D)，稱 f 為 W 1,2(D) 的 Sobolev 。考 F(D) 與
G(D) W 1,2(D) 中的 個 subspaces

E(D) := F(D) ∩W 1,2(D) W 1,2(D) 中的 closure,

H(D) := G(D) ∩W 1,2(D) W 1,2(D) 中的 closure,
(108)

其中 F(D) 與 G(D) 的定 本章 §1, (1)式。 的 ，

(piecewise smooth) 的 ， 定理 2 中的 g 與 ψ，

變分 的 。 一個 的 ：E(D) 與 H(D) 為 Hilbert
， 性 (completeness) 可 運用。 一步，對
D ≡ {D(t) ; 0 6 t 6 b} [ 定 9]， 可 H(D(t)) 中的
u， H(D(b)) 中，方法 u 的定 域 D(b) 上，

D(b)−D(t) 上 u 值全 0。用 的 ， D(t) 上的變分
可 H(D(b)) 中一起考 ， 的 論方 。 unstable

cone ‹Λ = ‹Λ(D(t)) t r「 大」， 的定 變 。

r > t，D(t) 上的 Jacobi 場，可 H(D(r)) 上的 ，

的 言 。

為 篇 ，本章 文 ， G ≡ G(D)，E ≡
E(D)，H ≡ H(D)，Ht ≡ H(D(t))，Λt ≡ Λ(D(t))，Ht ⊂ Hb, . . .。

定 6 Rn 中一個 simple domain U， Rn 中一個與 n-ball {x ∈
Rn ; |x| 6 1} 可微 構 (diffeomorphic) 的 open set。一個 Lipschitz
simple domain (U,Γ, V ) 一個 simple domain U， 的 Γ ⊂ ∂U，

Γ = {(x, u(x)) ∈ Rn ; x ∈ V }, (109)
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Hn−1 中的一個與 (n − 1)-ball 可微 構的 open set V，其中
u = u(x) 為 Lipschitz ，Hn−1 為 Rn 中的一個 hyperplane。

定 7 Mn 上的一個 domain D 為 relatively compact， D Mn

中的 closure D 為 compact。 ，D 一個 的 (generalized)
Lipschitz domain， ∀ p ∈ ∂D，p Mn 中的 標 域 (Ũp, φ)，

其中 φ 為 Ũp 上的 coordinate map，

(i) D ∩ Ũp =
∪
{U1, U2, . . . , Uγ}， 個 Uj 的 Γj ⊂ ∂Uj ∩

∂D；

(ii) ∀ j = 1, 2, . . . , γ，(U ′j,Γ
′
j, V

′
j ) 一個 Rn 中的 Lipschitz simple

domain，

其中 U ′j := φ(Uj)，Γ′j := φ(Γj)， V ′j 為 Rn 中 hyperplane Hn−1
j

的 open set。

30.7

文中， 常 (U ′,Γ′, V ′) φ 的 pull-back (U,Γ, V ) 為
Mn 上的一個 Lipschitz simple domain 定 7 中， 要 ：

(iii) 可 Lipschitz 常 L > 0， 與 p ∈ ∂D 。

的 ， 常 L > 0， |u(x) − u(y)| 6 L · |x − y|，其中
x = φ(p)，y = φ(q)，∀x, y ∈ V ′。
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Mn中的metric 考 ， 可 定 φ = Exp−1 : Ũp →
TpM，其中 Exp 為Mn p 的 exponential map。 V ′ 上的 metric
|x− y| V ′ ⊂ Hn−1 ⊂ TpM = Rn 定。 (iii) 定的
。

為 言， “ 的” 個 ， 稱 generalized Lip-
schitz domain 為 Lipschitz domain。 Mn 中的 D D(t)， 為
(generalized) Lipschitz domain。

定 Mn 上的 C0- D。

定 8 X 為一個 metric ，K ⊂ X 為 relatively compact。 定
常 α > 0，定 K 的 α-tubular 域為

Kα := {x ∈ X ; d(x,K) 6 α}. (110)

對 X 中 relatively compact 子 K 與 L，定 Hausdorff dH

為
dH(K,L) = inf{α > 0 ; K ⊂ Lα L ⊂ Kα}. (111)

定 9 定 D ≡ {D(t) ⊂ Mn ; t ∈ [0, b]}，其中 D(t) 為 Lipschitz
domain。

s < t =⇒ D(s) $ D(t), ∀ s, t ∈ [0, b]. (112)

D 一個 Mn 上的 面域 ， 稱 。

定 10 定一個 D。 ∀ ε > 0， δ > 0

|s− t| < δ =⇒ dH(D(s), D(t)) < ε, (113)

其中 s, t ∈ [0, b]， 稱 D 為對 Hausdorff dH ， 稱 D 為
Hausdorff- 。

本章中，D D Mn 中的 closure。
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定 11 定 D 為一 。 ∀ t ∈ [0, b]，

∂(D(t)) = ∂(D(t)), (114)

D(t) =
∪
s<t

D(s), D(t) =
∩
r>t

D(r), (115)

D 為對 t set-continuous， 稱 D 為一個 C0- (C0-
monotone continuum)。 常考 初 的 D(0) 為Mn 上 個
p0 的一個小 域， 域 D(0) 為 subextremal。 的考
要。 (114)式 IntD(t) = D(t)，其中 Int (interior)。

§7 中， set-continuity (imply)“Hausdorff ”，
。其 引理 A細 的 中。 參考 §7.1中

幾個 的 子。

D ⊂Mn 為 Lipschitz domain， W k,2(D) ：對 ℓ 6 k，ℓ

微分 L2(D) 的 Sobolev 的 。

Ek ≡ Ek(D) := F(D) ∩W k,2(D) W k,2(D) 中的 closure,

Hk ≡ Hk(D) := G(D) ∩W k,2(D) W k,2(D) 中的 closure.
(116)

k = 1， (108)式中， E ≡ E1，H ≡ H1。 個
其 要 細 理的對 。 E0 ≡ L2(D)， 為 f |∂D = 0 的
， L2(D) 中 。

H2 H ≡ H1 中為 (dense)。H1 H0 中 ，

compact embedding。 Sobolev 的一 定理，其
第 23 章 的 Rellich( ) 定理。

§6.2 Sobolev 上的 L̃

H 中考 對稱的 bilinear form

Ĩ(f, g) :=

∫
D
Df ·Dg − ∥B∥2 fg, ∀f, g ∈ H. (117)
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L̃ : H2(D)
linear−→ H0(D) [ 11 中 ]，

⟨L̃f, g⟩ =
∫
D
L̃f · g = Ĩ(f, g), ∀ g ∈ H, (118)

其中 ⟨ , ⟩ 為 L2(D) 中的 積，

L̃f = −∆
M
f − ∥B∥2 f − 1

|D|

∫
D
Lf, ∀f ∈ H2(D). (119)

(118)式 ，
∫
D g = 0， 與(??)式 ，對 f ∈ E2 (D) 定

Lf := −∆
M
f − ∥B∥2 f ∈ L2 (D) . (120)

volume constraint 的 。 想(49)式， C∞-
的論 [(49)-(51)式] Sobolev 。

11 對 volume constraint 的 ，上 (120)式 定 的 L，

可
L : E2(D)→ L2(D) (121)

的 continuous linear operator，其 應的 bilinear form

I : E(D)× E(D)→ R. (122)

為 對稱，形式與(117)式 ， 為

I(f, g) :=

∫
D
Df ·Dg − ∥B∥2 fg, ∀ f, g ∈ E(D). (123)

I H ⊂ E (D) 上 ，

I(f, g) = Ĩ(f, g), ∀f, g ∈ H. (124)

上文中為 L̃ : H2 → H0？ (119)式 常 1
|D|
∫
D Lf，

L̃f ∈ H0，∀f ∈ H2。 要 ： H0 的定 ，H0

G L2(D) 的 closure。 w̃j ∈ G w̃j → L̃f



684 Ch. 30 cmc 上的 Jacobi 場與 Morse Index 定理

L2(D) 中。 ： 定 f ∈ H2， φj ∈ G φj → f E2(D)

中， ∫
D
Lf = lim

j→∞

∫
D
Lφj (125)

L̃φj → L̃f L2(D) 中。

L̃φj = Lφj −
1

|D|

∫
D
Lφj ∈ C∞(D), (126)

∫
D L̃φj = 0。 L̃φj， w̃j ∈ G， L2- L̃φj。

L̃f ∈ H0。

12 對 u ∈ H， L̃u 的方程，

L̃u = λu, ∀u ∈ H, (127)

， 方程， ：∀g ∈ H,

⟨λu, g⟩ = ⟨L̃u, g⟩ =
∫
D
Du ·Dg − ∥B∥2 ug = Ĩ (u, g) . (128)

與 Ch. 23 的 法一 ，L̃ 值 分析的定理 [L ]。 ：

考 H 中的 unit sphere

S = {f ∈ H; ∥f∥ = 1} , (129)

其中 ∥ · ∥ L2-norm。 Ĩ(f, f) = ∥Df∥2 − ∥B∥2∥f∥2 > −∥B∥2，
∀f ∈ S。 Ĩ(f, f) S 中 ，

λ̃1 ≡ inf
{
Ĩ(f, f); f ∈ S

}
(130)

及 Ĩ(f, f) 的 minimizing sequence f1, f2, · · · ∈ S ⊂ H，

lim
j→∞

Ĩ(fj, fj) = λ̃1. (131)
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Ĩ(fj, fj) 上 c > λ̃1，

∥Dfj∥2 = Ĩ(fj, fj) + ∥B∥2∥fj∥2 < c1, (132)

{fj} 子序 ，其 為 u1 ∈ S ⊂ H [ Ch. 23 §7 Rel-
lich 定理] Ĩ(u1, u1) = λ̃1。 用 Lagrange multiplier 方法，

Ch. 23 §7 值 分 定理的 Step 5，可 ： weak sense
L̃u1 = λ̃1u1，

Ĩ(u1, g) = ⟨L̃u1, g⟩ = λ̃1⟨u1, g⟩, ∀g ∈ H (133)

λ̃1 為 L̃ 的第一特徵值， 應的 u1 為第一特徵 。 Ch. 23，
特徵值 λ̃2, λ̃3, · · · 及 應的 u2, u3, · · ·，

λ̃1 6 λ̃2 6 · · · → ∞. (134)

L̃uk = λ̃kuk, ∀k = 1, 2, 3, · · · , (135)

λ̃k = min
{
Ĩ(f, f); f ∈ Sk

}
= min

V k

(
max

{
Ĩ(f, f); f ∈ V k ∩ S

}) (136)

其中 Sk ≡ {f ∈ S; ⟨f, uj⟩ = 0, ∀j = 1, 2, · · · , k − 1}; V k ⊂ H 為 k 維
linear subspace。 「mini-max 理」。引用 Ch. 23 §7 談的
regularity 定理， uk ∈ C∞(D)，理 (135)式的 C∞。

外，與 Ch. 23 ∆
M

值 定理的 Step 7 ， 可
∀v ∈ H0，v H0 中

v = a1u1 + a2u2 + · · ·，其中 ak = ⟨v, uk⟩ ∈ R. (137)

{uk} 為 H0 中的 基。 為 L̃ ∆
M
的形式 一 ，

：
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考 v ∈ H ⊂ H0， vk ≡ ⟨v, u1⟩u1+⟨v, u2⟩u2+· · ·+⟨v, uk−1⟩uk−1，
wk = v − vk。 wk → 0， k →∞。

⟨wk, uj⟩ = 0� ∀j = 1, 2, · · · , k − 1, (138)

w̃k ≡ wk

∥wk∥ ∈ S
k， ：

Ĩ(wk, wk) = Ĩ(w̃k, w̃k) · ∥wk∥2 > λ̃k⟨wk, wk⟩. (139)

Ĩ(v, v) = Ĩ(wk, wk)

6

λ̃k∥wk∥2111111

+2 Ĩ(wk, vk)
||

k−1∑
j
⟨v, uj⟩ Ĩ(wk, uj)

|| (138)
0

+ Ĩ(vk, vk)

6

11111λ̃1∥vk∥2

> λ̃k∥wk∥2 + λ̃1∥vk∥2.

(140)

∥wk∥2 6
1

λ̃k
Ĩ(v, v)− λ̃1

λ̃k
∥vk∥2

6
∣∣∣∣ 1λ̃k I(v, v)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ λ̃1λ̃k
∣∣∣∣∣ ∥vk∥2 → 0.

11 ↓� as k →∞�↓ > 文 [F]
1110 0 ∥v∥2

(141)

k →∞。 ∥wk∥2 → 0。 vk → v H0。 H0中，∀v ∈ H0，

v = ⟨v, u1⟩u1 + ⟨v, u2⟩u2 + · · · (142)

最 上 (141)式中的 [F]：

0 6 ∥v − vk∥2 = ∥v∥2 − 2
k−1∑
j
⟨v, uj⟩2 + ∥vk∥2 6 ∥v∥2 − ∥vk∥2.
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13 上文 用 L̃ 上的論 ， L 上， 可
L : E2

0(D) → L2(D) 的特徵 與特徵值 λ1 6 λ2 6 · · · → ∞。對 λk
，mini-max 理 (136)式 ， Ĩ 要 I， S E(D)

中的 unit sphere。 E(D) 中 應的 collection
{
V k ⊂ E(D)

}{
V k ⊂ H

}
，

λk 6 λ̃k. [ (124)式 ] (143)

14 [Regularity 定理] L 與 L̃ 的特徵 uk smooth，
uk ∈ C∞。為 ？一 ， PDE 的 regularity 定理，引
： u ∈ W 1,2

0 (D) 為 PDE：

Di(a
ijDiu) = F (144)

的 ，aij ≡ aij(x) ∈ Ck+1(D)， F = F (x) ∈ W k,2(D)，x ∈ D，
u ∈ W k+2,2(D)。 考 的 L̃ [ (119)式] 為 ， L̃u =

λ̃ku [ (135)式]：

L̃u = −DiDiu− ∥B∥2 −
1

|D|

∫
D
Lu = λu (145)

可 F (x) ≡ ∥B∥2 + 1
|D|
∫
D Lu + λu ∈ W 1,2(D)， k = 1。

u ∈ W 3,2(D)。 運用 regularity 定理，可 u ∈ W ℓ,2(D)， 論 ℓ

大。 上， F (x) ∈ C∞(D) ，

u ∈ C∞(D). (146)

為 ？ 的 Sobolev embedding 定理， 定理 ：Sobolev
「 可微」 ， 的 微分 ， ：

W k,2 ⊂ Cm(D), (147)

要 k 與 m 的 0 6 m < k− n
2，n = dimD。 u ∈ W l,2 (D)，

為 l 可 大，
u ∈ C∞(D)
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(146)， uk ∈ C∞。 要的 regularity 定理4，

用。

§6.3 Morse index 定理的 cmc 形式

考 cmc 曲面 Mn 上的 C0- D ≡ {D(t); 0 6 t 6 b}，
§6.4 λ̃k = λ̃k(D(t)) 與 λk = λk(D(t)) 對 t ，

。 ：

定理 9 (Morse index 定理的 cmc 形式) 定 Rn+1 中 cmc 曲面
Mn # Rn+1，及 Mn 上的 C0- D。考 Sobolev space H ≡ Ht ≡
H1(D(t))，及 H0

t ≡ H0(D(t))，H2
t ≡ H2(D(t))，其定 (116)式。

定 D(t) 上 應的 bilinear form Ĩ (117)式，與 linear operator

L̃ : H2
t → H0

t , (148)

ĩ(β)− ĩ(α) =
∑

α6t<β
ν̃(t), α, β ∈ [0, b), (149)

其中 ν̃(t) 為 Ĩ D(t) 上的 nullity： D(t) 上 Jacobi 場的 [ §4，
(59)式]， ĩ 為 Ĩ D(t) 上的 index [定 (61)式]。

： Morse Index 定理 bilinear formĨ 的 nullity 與
index 的 ， 及 L̃， 其 cmc 形式的 ( 定理 9) 與其
「 」）( 定理 5) 一 的。 Morse Index 定理 operatorL̃
的 nullity 與 index 的 ， 一的 ：L̃ H2

t 的 invariant
operator [ 定理 5 中的 L X X 本 ， L : X → X 其中
X = X (t)]， (148)式， H2 H1 中 dense，H1 H0 中
dense，Morse index 定理 [ 文定理 10 的 ]。 ：

想 Jacobi 場的定 [ §2，(17)式]： 定 φ ∈ H0(D)， φ ∈
G (D) ≡ {g ∈ C∞(D) ∩ C0(D); g|∂D = 0,

∫
D g = 0}，φ ̸≡ 0，

4參 [Jj]，Thm. 11.2.2, Cor. 11.1.1, 11.1.2, 11.2.1.
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L̃φ = 0 (150)

，稱 φ 為 D 上的（ ）Jacobi 場。 D(t) ⊂ M，t ∈ [0, b]，定
：

nullity ν(t) ≡ D(t) 上 Jacobi 場的個 = dim Jt, (151)

其中 Jt ≡ {D(t) 上的（ ）Jacobi 場 } ∪ {0} ⊂ G (D(t))。 ：

定 φ ∈ H0
t， (142)式可

φ = a1u1 + a2u2 + · · · . H0
t 中 (152)

φ ∈ Jt ⇐⇒ ai = 0, ∀ i, 其 應的 λ̃i(t) ̸= 0. (153)

， 要 ：

∥L̃φ∥2 = ∥λ̃1a1u1 + λ̃2a2u2 + · · · ∥2

= |λ̃1a1|2 + |λ̃2a2|2 + · · · ,

ν(t) = 特徵值為 0 的 。 λ̃i = λ̃i(t̄) ，

λ̃1 6 λ̃2 6 · · · 6 λ̃s 6 0 < λ̃s+1 6 λ̃s+2 6 · · · → ∞. (154)

前定理 5 的 Step 2，∑
06t6t̄

ν(t) = s. (155)

λ̃i = λ̃i(t̄
+)， t̄+ > t̄ t̄ ，

λ̃1 6 λ̃2 6 · · · 6 λ̃s < 0 < λ̃s+1 6 λ̃s+2 6 · · · → ∞. (156)

L̃ t
+ 的 index

i(t̄+) = s =
∑

06t6t̄
ν(t), (157)

(149)式， Morse index 定理的 cmc 形式。 �
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上的 [ (154)式 (156)式的變 ]， 要 λ̃k(t) 對
t ， 要 「 」， 上 中 用 ：

t̄ < t̄+ =⇒ λ̃k(t̄
+) < λ̃k(t̄). (158)

的 。

§6.4 λk 與 λ̃k 的 性

定 cmc 流形 Mn # Rn+1 上的 C0- D ≡ {D(t); t ∈ [0, b]}。
Ht ≡ H(D(t)) 為 D(t) 上「 值為 0 volume constraint」的一
Sobolev [其定 §6.1]。 可 Ht Hb 中的子 ，

Ht ⊂ Hb，∀ t 6 b。

引理 A (Sobolev 的 性) Ht 對 t ，

Ht =
∩
r>t

Hr; Ht =
∪
s<t

Hs, (159)

其中 “ · ” ： Hb 中 closure。

15 對 volume constraint的 ，Sobolev E1
t ≡ E (D (t))

一 對 t 。

引理 A 的 §7， 用 ：

定理 10 (λk 與 λ̃k 的 性) D(t) 上 stability operator L 與 L̃ 的特
徵值 λk = λk(t) 與 λ̃k = λ̃k(t) 對 t ， t (strictly
decrease)。

5： 本定理的 對 λk 與 λ̃k 的方法，基本上 一 的。

5本定理 10 的 ，idea 基本上 Frid-Thayer 的論文 [F-T]。 用 一 法 。 論中 要用
Sobolev Ht 的 性， 要 的大 題（§7.2, §7.3, §7.4）。
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的 λ̃k ，λk 的 性 。

Step 1. min-max 理(136)式。對 s 6 t， {V k
s

linear
⊂ Hs; dimVk =

k} 為 {V k
t

linear
⊂ Ht; dimV k

t = k} 的 sub-collection，

λ̃k(t) 6 λ̃k(s), ∀ k. (160)

λ̃k = λ̃k(t) 對 t ， 其「 」 ， §6.5 。

Step 2. s1, s2, · · · t，

λ̃k(s1), λ̃k(s2), · · · → λ̃k(t). (161)

u1, · · · , uk ∈ Ht 為 L̃t 應 λ̃1(t), · · · , λ̃k(t) 的 特徵 ，

∀si， 考
v1(si), · · · , vk(si) ∈ Hsi (162)

為 L̃si 應 λ̃1(si), · · · , λ̃k(si) 的 特徵 。 的，對 j =

1, · · · , k， si → t ， vj(si) vj(t)，

vj(t) = uj(t) ( 要 序). (163)

可 λ̃j(s1), λ̃j(s2), · · · → λ̃k(t)。 λ̃j(s1), λ̃j(s2), · · ·
， λ̃j(t) 為其上 ， λ̃j(s1), λ̃j(s2), · · · αj，

αj = lim
i→∞

λ̃j(si). (164)

Step 3. 對 何 j = 1, · · · , k，

{vj(s1), vj(s2), · · · }

L2(D(b)) 中 [ ∥vj(si)∥ = 1]。 其 H = Hb 中 ，

I(vj(si), vj(si)) =

∫
Db

|Dvj(si)|2 − ∥B∥2(vj(si))2

= λ̃j(si)∥vj(si)∥2 6 c. [ 定 j，
{
λ̃j(s1), λ̃j(s2), · · ·

}
R 中 ]

(165)
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∥Dvj(si)∥2 6 常 c1。 Rellich 定理 [Ch. 23，§7]，

{vj(s1), vj(s2), · · · }

L2(D(b)) 中 子序 ， 為 {vj(s1), vj(s2), · · · }，其 為
vj。 上，vj(si)→ vj Hb 中 [ L2(D(b))中] i→∞。
vj(si)

∣∣∣
D(si)

為 C∞， D(b) 中 微分 Dhvj(si)。 Dhvj(si) 為

L2(D(b))中的 Cauchy序 。 f ≡ vj(si)，g ≡ vj(sℓ)，wiℓ ≡ f−g。
ℓ > i，用 分積分法 算 i, ℓ → ∞ ，∥Dwiℓ∥2L2(D(b))

∫
D(si)

(λ̃j(si)f − λ̃j(sℓ)g)(f − g) +
∫
∂D(si)

∂(f − g)
∂n

· g (166)

上式 0， i, ℓ → ∞。理 λ̃j(si) 與 λ̃j(sℓ) αj，

∥f − g∥2 → 0，
∂f

∂n
,
∂g

∂n
g ∂D(si) 上 0。 Dhvj(si)

L2(D(b)) 中 ， 為 ζh，h = 1, 2, . . . , n。 ∀φ ∈ C∞c (D(b))，

⟨ζ
h
, φ⟩ = lim

i
⟨Dhvj(si), φ⟩ = lim

i
(−⟨vj(si), Dhφ⟩) = −⟨vj, Dhφ⟩.

(167)
ζ
h
為 vj 的 微分 Dhvj。 vj(si) → vj Hb 中。 想問：
vj = uj(t)？ 想問： αj = λ̃j(t)？

Step 4. (λ̃k 的 )

vj ∈ Ht。 定 ℓ > 0，vj(sℓ), vj(sℓ+1), · · · Hsℓ 中，
vj ∈ Hsℓ。 引理 A vj ∈

∩∞
ℓ=1Hsℓ = Ht。 H2

t G (D(t))

二 Sobolev W 2,2(D(t)) 中的 closure。一 H2
t Ht 中為

dense。 要 “ ” (weak sense)

⟨L̃tvj, φ⟩ = ⟨αjvk, φ⟩, ∀φ ∈ Ht. (168)

vj ∈ Ht， vj ∈ H2
t。上式

Ĩ(vj, φ) = αj⟨vj, φ⟩, ∀φ ∈ Ht. (169)
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考 w ∈ H2
t，Ĩ(vj, w) = αj⟨vj, w⟩

⟨vj, L̃w⟩ = αj⟨vj, w⟩. (170)

L̃w H0
t 中 的 L2- ，

⟨vj, L̃w⟩ = ⟨ lim
i→∞

vj(si), L̃w⟩

= lim
i→∞
⟨vj(si), L̃w⟩ = lim

i→∞
I(vj(si), w)

= lim
i→∞

λ̃j(si)⟨vj(si), w⟩ = αj⟨vj, w⟩. (171)

(170)式，∀w ∈ H2
t。 H2

t Ht 中 dense， (169)及(168)。
方程

L̃tvj = αjvj, (172)

αj 為 L̃t 的特徵值，其 應的特徵 為 vj。一 ，從上式(172)
αj L̃t 的特徵值， 道 αj L̃t 的 “第 j 個” 特徵值，

αj = λ̃j(t)， vj = uj(t)。 ， 考
s1, s2, · · · t，

t 6 · · · 6 si 6 · · · 6 s2 6 s1, (173)

λ̃j(t) > · · · > λ̃j(si) > · · · > λ̃j(s2) > λ̃j(s1)， λ̃j(t) > αj，∀ j =
1, · · · , k。 理 (pigeon hole)， 可 一步 道 λ̃j(t) = αj。

理 ： λ̃1(t) 	 α1， 前 α1 為 L̃t 的一個特徵值，
α1 λ̃h(t)，h ̸= 1。 λ̃h(t) > λ̃1(t)， α1 > λ̃1(t)。

α1 = λ̃1(t)。 ， α2 = λ̃2(t)，α3 = λ̃3(t), · · ·。 λ̃j(t)

為 ，

lim
s>t,s→t

λ̃k(s) = λ̃k(t). (174)

s1, s2, · · · 為 t 的 ， 上 方法用 上， 方法 λ̃k 為
。

Step 5. (λ̃k(t) 的 )
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定上 si ↗ t (si < t)， λ̃k(si)→ λ̃k(t)。 λ̃k 對 t

(Step 1)， λ̃k(si) 為 ， λ̃k(t)，

βk ≡ lim
si<t,si→t

λ̃k(si) > λ̃k(t). (175)

βk = λ̃k(t)， λ̃k(t) 。其 前 。 要
min-max 理 [(136)式]， 用 Sobolev 的 性 [(159)式] 及

Ĩ(f, f) 對 f 的 性 。 ：

Step 2， u1, u2, · · · , uk 為Ht中 L̃t 應 λ̃1(t), λ̃2(t), · · · , λ̃k(t)
的 特徵 ， 引理 A (159)式， 定 j，1 6 j 6 k，

s1, s2, · · · ↗ t 及

vj(si) ∈ Hsi ⊂ Ht, ∀ i = 1, 2, . . . , (176)

i → ∞ ，vj(si) → uj Ht ⊂ Hb 中。為 ，

vj ≡ vj(si)。

Step 6. min-max 理 (136)式，

λ̃k(si) = min
V k⊂Hsi

{
max
v∈V k∩S

Ĩ(v, v)

}
[其中 dimV k = k]

6 max
v∈⟨v1,··· ,vk⟩
∥v∥=1

Ĩ(v, v)
i→∞

−−−−−−−→ max
u∈⟨u1,··· ,uk⟩
∥u∥=1

Ĩ(u, u) [ Ĩ 為 ]

= λ̃k(t) 6 λ̃k(si), ∀ si. [ Ĩs = Ĩb, ∀ s 6 b] (177)

lim
si<t, si→t

λ̃k(si) = λ̃k(t)。 λ̃k 為 。與 Step 4 的

， λ̃k = λ̃k(t) 對 t 。 �

§6.5 λ̃k(t) 的

定 Mn 上的 C0- D ≡ {D(t); t ∈ [0, b]}， stability opera-
tor L̃t : Ht → H0

t 的特徵值為 λ̃k(t)。

s < t =⇒ λ̃k(s) > λ̃k(t), ∀ k = 1, 2, · · · (178)
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： Step 1. k > 0， λ̃k(s) = λ̃k(t) ≡ λ。

。 {u1, u2, · · · } 與 {v1, v2, · · · } 序分 為 Hs 與 Ht 中 應 λ̃j(s)

與 λ̃j(t) 的 特徵 ，

L̃suj = λ̃j(s)uj; L̃tvj = λ̃k(t)vj. (179)

∀ j = 1, 2, · · ·。 L̃t ≡ L̃(D(t))。 想要 u ∈ Hs ⊂ Ht，

∥u∥ = 1，

L̃t u = λu. (180)
的 u， regularity 定理 [ §6.4 14] u ∈ C∞(D(t))。

D(s) ⊂ D(t)， u ∈ Hs， open set D(t)\D(s) ̸= ∅ 上 u ≡ 0。

Hopf’s spherical 定理 [ Ch. 23，§2] 個 D(t) 上 u ≡ 0，可
∥u∥ = 1 L2(D(t)) 上。 ， (178)式 。

Step 2 (Step 1 中 u 的 ). u ∈ linear span ⟨u1, · · · , uk⟩ ⊂ Hs ⊂
Ht， u ∥u∥ = 1， ⟨u, v1⟩ = ⟨u, v2⟩ = · · · = ⟨u, vk−1⟩ = 0。

的 u = a1u1+ · · ·+ akuk 可 ：方法 從 的 (k− 1) 個
方程式 a1, · · · , ak，最 從 ∥u∥ = 1 全 定 u。 外， u ∈ Ht，

可 u = ⟨u, vk⟩vk + ⟨u, vk+1⟩vk+1 + · · ·

⟨L̃tu, u⟩ = λ̃k(t)⟨u, vk⟩2 + λ̃k+1(t)⟨u, vk+1⟩2 + · · ·

> λ̃k(t)(⟨u, vk⟩2 + ⟨u, vk+1⟩2 + · · · ) = λ̃k(t) = λ.
(181)

一方面，

⟨L̃su, u⟩ = λ̃1(s)a
2
1 + λ̃2(s)a

2
2 + · · ·+ λ̃k(s)a

2
k

6 λ̃k(s)(a
2
1 + · · ·+ a2k) = λ̃k(s) = λ.

(182)

λ > ⟨L̃su, u⟩ = ⟨L̃tu, u⟩ > λ, [參 文 16] (183)
(181)與(182) 式中的 “>” 為 “=”， ∀ ℓ = 1, 2, · · ·，⟨u, vk+ℓ⟩2 =

0， λ̃k+ℓ(t) = λ̃k(t)。 ，u = ⟨u, vk⟩vk + · · · + ⟨u, vm⟩vm，
m > k， vk, · · · , vm 應的特徵值 λ̃k(t) = λ。

L̃tu = λu. (184)
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的(180)式， Step 1， 的 ，定理 10 。 �

16 上 Step 2 (183)式中， u ∈ Hs ⊂ Ht ：

⟨L̃su, u⟩ = ⟨L̃t u, u⟩, (185)

對的， 一 ，對 g ∈ Ht

⟨L̃su, g⟩ ̸= ⟨L̃t u, g⟩. (186)

幾何的理 ∂D(s) ⊂ D(t) 上，u (cusp)， 的 weak Lapla-
cian L̃t u ∂D(s) 上的 contribution 可 大， ∂D(s)

D(t) 中的測 (measure) 為 0 ， 個 的量， 為
E，可 L̃ 應的 bilinear form Ĩ, ∀ g ∈ Ht,

Ĩs(u, g) =

∫
D(s)

Du ·Dg−∥B∥2ug =
∫
D(t)

Du ·Dg−∥B∥2ug = Ĩt(u, g)

對的 [ D(t)\D(s) 上 u 與 Du ≡ 0]。 分析的式子 ，對
u ∈ Hs ⊂ Ht， L̃t u？ H2

t Ht 中 dense，可 ui ∈ H2
t，

ui → u Ht 中。 可 定 L̃t u = limi L̃t ui。 ui ∈ H2
t，

C∞- φi,k ∈ G (D(t))， φi,k → ui H2
t 中， k → ∞

。 L̃t(φi,k)→ L̃t ui。用 diagonal process， 可 C∞-
ψj ∈ G (D(t))， ψj → u H2

t 中，

L̃tψj → L̃t u H0
t 中. (187)

，對 g ∈ Ht， C∞- ηj ∈ G (D(t))， ηj → g Ht 中，

⟨L̃t u, g⟩ = lim
j
⟨L̃tψj, ηj⟩ = lim

j

⟨
−∆

M
ψj − ∥B∥2ψj −

1

|D|

∫
D(t)

Lψk, ηj

⟩
= lim

j

∫
D(t)

(−∆
M
ψj − ∥B∥2ψj)ηj [

∫
D(t)

ηj = 0]



Sobolev space Ht 的 性 697

= lim
j

{∫
D(t)

(
Dψj ·Dηj − ∥B∥2ψjηj

)
+ Ej

}
, (188)

其中 Ej ≡ −
∫
∂D(t)(Dνψj)ηj 為 ，ν 為定 ∂D(t) 上幾

(almost everywhere) 的 unit out-normal。 的 ， ∂D(t) 為
Lipschitz的 [ 定 2]。Dν normal derivative。 ηj ∈ G (D(t))，

∂D(t) 上 0， Ej = 0。

⟨L̃t u, g⟩ = lim
j
Ĩt(ψj, ηj) = Ĩt(u, g). (189)

考 ⟨L̃su, g⟩， 上文，可 ψj ∈ G (D(s))， ψj → u H2
s 中，

L̃sψj → L̃su H0
s 中。 對 g ∈ Ht， ηj 前，

⟨L̃su, g⟩ = lim
j
(Ĩs(ψj, ηj)− Ej)

= Ĩs(u, g)− E.
(190)

E ≡ limj Ej，Ej ≡
∫
∂D(s)(Dνψj)ηj。一 E ̸= 0。 個

E 上 幾何理 中 的 的量。 (186)式 的
E，

⟨L̃su, g⟩ = ⟨L̃t u, g⟩ − E. [ (189)與(190) 式] (191)

， g = u ∈ Hs ⊂ Ht ， Ej = 0，∀ j，

⟨L̃su, u⟩ = Ĩs(u, u) = Ĩt(u, u) = ⟨L̃t u, u⟩, (192)

(183)式 的 。

§7 Sobolev space Ht 的 性

§7.1 的 子

上， Three closure theorem（三 定理）。

F1(D) := {f ∈ C∞(D) ∩ C1(D) ; f |∂D = 0}. (193)
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C∞c (D) ⊂ F1(D) ⊂ F(D)。 三個 C∞-架構中 一 ，

C∞c (D)，F1(D)∩W 1,2(D) 與 F(D)∩W 1,2(D) 三 W 1,2(D) 中的
closure， 的 。 常 ，值 篇
。對 volume constraint（ 積 ）的 ， 的結論 一
。 的 結論 [ 稱為 Observation Z] 為 引理 A 的

基礎， 特徵值 λk(t) 與 ‹λk(t) 的 性及本章 Jacobi 場
分 的 要定理。

一 的定理：

定理 A ( 要定理，Huang–Lin [H-L]) Mn # Rn+1 為常均曲率曲面
(cmc hypersurface)。考 Mn 上的 C0- D = {D(t) ⊂ Mn ; t ∈
[0, b]}，其中 D(t)為（ ）Lipschitz domain，其 topological type
t 可 變。對 何 k > 1， domain D(t)，其上 ( 的) Jacobi
場，

D[λk−1 = 0] ⊂ D(t) ⊂ D[λk+1 = 0]. (194)

的 ，考 D(t) 上 的 Jacobi 場，其中 t ∈ [tk−1, tk]，

其 個 µk (96)式，

0 < mk−1 +mk − 1 6 µk 6 mk−1 +mk + 1, (195)

k = 1，µ0 = 0。 mk 為 λk 的 multiplicity。

： 基 定理 8 與 定理 B。 �

定理 B (特徵值的 性) Mn 與 D 定理 ， stability operator L
與 ‹L D(t) 上的特徵值 λk(t) 與 ‹λk(t) 對 t ， t 。

： 前文 §6.4 定理 10 與 §6.5。論 中 用 Sobolev 的 性
(定理 C)。 �
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定理 C (Sobolev 的 性) Mn 與 D 定理 ，Ht ≡ H(D(t))

為 D(t) 上 “ 值” 為 0， volume constraint 的 Sobolev [其定
§6.1 及(108)式]。 Ht Hb 的 subspace，∀ t 6 b。

Ht =
∩
r>t

Hr; Ht =
∪
s<t

Hs, (196)

Ht 對 t 。其中 “( )” ： Hb 中 ( ) 的 closure。對
volume constraint 的 ，Sobolev Et ≡ E(D(t)) 一 對 t 。

： §7.4。論 中 用 Observation Z. �

Observation Z 　 (Three closure theorem) D 為 Riemannian 流形
Mn 上的（ ）Lipschitz domain，

E(D) = W 1,2
0 (D), (197)

H(D) = Gc(D) W 1,2(D) 中的 closure, (198)

其中 E(D) 與 H(D) (108)式，

Gc(D) := {g ∈ G(D) ; supp g ⊂ D}. (199)

17 一 Sobolev 理論中， 常 C∞c (D) W 1,2(D) 中的 closure
W 1,2

0 (D)， E(D) 為 F(D)∩W 1,2(D) W 1,2(D) 的 closure，
(197)式 Dirichlet case（ 積 ）的 Three closure theorem，
為 F1(D)∩W 1,2(D) C∞c (D) 與 F(D)∩W 1,2(D) 中 。

積 的 ，結論 一 。

18 W 1,2
0 (D)其 {f ∈ W 1,2(D) ; f ∂D 上的 trace 為 0}，

其中 trace Sobolev ∂D 上的 “ 值”。 Sobolev
L2- ， zero-measure set ∂D ， Sobolev 的 值

行定 。 可參考 Evans–Gariepy [E-G] 與 Hu [Hi]。

對 Observation Z， 的 形式， Lemma A，
考 standard Lipschitz simple domain (U,Γ, V )， 用 partition
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of unity 形式 一 形式。 定 7 ：

coordinate map φ，「 Rn 上的 (U,Γ, V )」可 的 為「 Mn 上的
Lipschitz simple domain」， 。

一 定 (U,Γ, V )， 可 用向 的方式， U 與 V，

U = {(x, r) ∈ Rn ; x ∈ V, u(x) < r < v(x)}, (200)

Γ = {(x, u(x)) ∈ Rn ; x ∈ V } V = {(x, 0) ∈ Rn ; x ∈ V ⊂ Hn−1}，
其中 Hn−1 為 Rn 中的 個 hyperplane。 L > 0 為 u = u(x) 的
Lipschitz 常 。 外 coordinate map，可 U 上的 標
(x, r) r-曲線 為 V 的測地線。 稱 Mn 上 與
的 (U,Γ, V ) 為標 (standard) Lipschitz simple domain。 文 的

(U,Γ, V ) 標 的 triple。

Lemma A (Observation Z 的 形式) (U,Γ, V ) 上 定 f ∈
C∞(U) ∩ C0(U ∩ Γ)。 f |Γ = 0， f ∈ W 1,2(D)。

C∞Γ (U) := {h ∈ C∞(D) ; supph ∩ Γ = ∅}, (201)

∀ ε > 0，∃h ∈ C∞Γ (U)，

∥f − h∥2W 1,2(U) < ε. (202)

： Step 1. δ > 0，考

Nδ := {(x, r) ∈ U ; x ∈ V, u(x) < r < u(x) + δ}. (203)

δ = 4δ，δ ε 定。考 u = u + 2δ，及 u 的 C∞-
w = w(x) ：

w(x) :=

∫
V
u(y)φα(y − x) dy, x ∈ V, (204)

其中 α 個 小的 ，

φα(x) :=
1

αn−1
φ
(x
α

)
, (205)
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φ ∈ C∞(Hn−1) 為 的 mollifier 。 的向外
U，V 與 u(x) 的定 域， w(x) ∂V 的定 (well-

defined)。∀x ∈ V，

|w(x)− u(x)| =
∣∣ ∫

V
(u(y)− u(x))φα(y − x) dy

∣∣
6
∫
Bα(x)

L · |y − x| · φα(y − x) dy 6 L · α = δ.

(206)

α = δ/L， Bα(x) V 上 x 為中 ，α 為 的 (n−1)- 。

30.8

Step 2. 定 η ∈ C∞(U)

η(x, r) := η0
(r − w(x)

δ

)
,

其中 η0 ∈ C∞(R) 常 用的 cut-off ， η0(x) ≡ 1，∀x > 1；

0 6 η0(x) 6 1，∀x ∈ [0, 1]： η0(x) ≡ 0，∀x 6 0。 ，η ≡ 1

U − Nδ 上；0 6 η 6 1 Nδ 上； η ≡ 0 Nδ 中。 δ = 4δ。

定
h := f · η ∈ C∞Γ (U), (207)

f − h 的 Sobolev norm ：∫
U
|f − h|2 =

∫
Nδ

|f(1− η)|2 6
∫
Nδ

f 2 6 C
( ∫

Nδ

|Df |2
)
· δ2, (208)
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其中最 的 式 Lemma A 的 Lemma B 中 。 ，∫
U
|Df −Dh|2 =

∫
Nδ

|Df(1−η)−f(Dη)|2 6 C
( ∫

Nδ

|Df |2+f 2|Dη|2
)
,

(209)
上式中 的 C， 定的常 ，與 δ、(x, r)、 f、h

， C 為 2C，為 2，為 L，為 1+L2 ， 為 與
中的 題 要的常 。

∫
U |Df |

2 < ∞，理 f ∈ W 1,2(U)。

P (δ) :=

∫
Nδ

|Df |2 → 0, δ → 0. (210)

(209)式最 一 為

W :=

∫
Nδ

f 2 · |Dη|2. (211)

要 的 ， 最 的一 。 Step 3 中，

|Dη|2 6 C

δ2
. (212)

用 的 Lemma B，

W 6
( ∫

Nδ

f 2
)C
δ2

6
( ∫

Nδ

|Df |2
)δ2
2
· C
δ2

= CP (δ)→ 0 (213)

δ → 0。 定 ε > 0， 上 ， 可 δ > 0，

∥f − h∥2W 1,2(U) =

∫
U
|f − h|2 +

∫
U
|Df −Dh|2 < δ. (214)

Step 3.

|Dη|2 = 2
(
|Dxη|2 +

(∂η
∂r

)2)
= 2
[
η′0
(r − x(x)

δ

)]2((−1
δ
|Dxw|

)2
+
(1
δ

)2) 6 2C1

δ2
(1 + |Dxw|2),

(215)
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其中 C1 為 |η′0|2 的上 ， 與 δ 。

|Dxw| 6 L. (216)

定 x ∈ V，對 x 的 z ∈ V， 可 算

|w(z)− w(x)| =
∣∣ ∫

V
u(y)φα(y − z) dy −

∫
V
u(y)φα(y − x) dy

∣∣
=
∣∣ ∫

Bα(z)
u(z + ζ ′)φα(ζ

′) dζ ′ −
∫
Bα(x)

u(x+ ζ)φα(ζ) dζ
∣∣

=
∣∣ ∫

Bα(0)
|u(z + ζ)− u(x+ ζ)|φα(ζ) dζ

∣∣ 6 L · |z − x|.

(217)

z → x， (216)式。

|Dη|2 6 2C1
1 + L2

δ2
=
C

δ2
. (218)

�

Lemma B (U,Γ, V ) 為一個 Lipschitz simple domain [ 定 6A
與(200)式]。對 δ > 0， Nδ Γ U 中的 δ- 域 [ (203)式]。 定
Sobolev f ∈ W 1,2(U)， f ∈ F(U)， 式∫

Nδ

f 2 6
( ∫

Nδ

|Df |2
)
· δ

2

2
, (219)

其中 P (δ) :=
∫
Nδ
|Df |2 → 0， δ → 0。

： f = f(x, r)，x ∈ V u(x) < r < u(x)+δ。 r = r−u(x)，

∫
Nδ

f 2 drdx =

∫
V

( ∫ δ

0
f(x, r)2 dr

)
dx

=

∫
V

∫ δ

0

( ∫ r

0
fr(x, s) ds

)2
drdx ≡ I,

(220)
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其中 fr
∂f
∂r。( ∫ r

0
fr(x, s) ds

)2 6 ( ∫ r

0
f 2r ds

)
· r 6

( ∫ r

0
|Df |2 ds

)
· r. (221)

，

I 6
∫
V

∫ δ

0

( ∫ r

0
|Df |2 ds

)
r drdx

=

∫
V

( ∫ δ

0
|Df |2 ds

)( ∫ δ

0
r dr

)
dx

=

∫
V

( ∫ δ

0
|Df |2 ds

)
dx · δ

2

2
=
( ∫

Nδ

|Df |2
)
· δ

2

2
.

(222)

上 (x, r) 7→ (x, r) 的 標變 diffeomorphism。 算 程
中 及 Fubini 定理的運用，「 diffeomorphism？」 上
要。 �

(211)式的 W =
∫
Nδ
f 2 · |Dη|2，對 Observation Z 的 常

。 形式， 最 的一維 domain， Mn 中的 n = 1，

。 考 ：U = (0, a) ⊂ R1， f(r) = rα，

r ∈ (0, a) 1/2 6 α < 1。 limr→0
∂f
∂r = ∞。 f ∈ W 1,2(U) iff

1/2 < α。對 f(r) = rα， 算其 W 值： f(r) = r2/3 ，

W = Cδ1/3。 f(r) = r3/5 ，W = Cδ1/5。 α = 1/2 ，

f(r) = r1/2 ，W 法 δ 0， 論要 的 order：∫ δ

0
f 2r dr =

1

4

∫ δ

0

1

r
dr =∞,

W =

∫ δ

0
f 2 · |Dη|2 dr =

( ∫ δ

0
r dr

)
· C
δ2

=
C

2
, (223)

的常 ， δ 一起 0。

一方面， n > 1，domain U 的 Γ Lipschitz 變
W 的 。 考 n = 2，V = (−1, 1)。 Γ Lipschitz，
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u(x) = |x|β，其中 0 < β < 1， Γ x = 0 個 cusp。[
30.9]， u(x) 的 w(x) 其 |Dxw| 定上 L， δ → 0

，|Dxw| ， |Dη|2 6 C/δ2 的 。 的幾何
δ → 0 ，r = w(x) 的切線 τ 幾 平行 r-曲線， |Dxη|2
(order) 的 上，大 C/δ2。 ， Γ Lipschitz，

r = u(x) 的 Lipschitz ， 其切線 τ 與 r-曲線 一個 的
。 |Dη|2 可 (212)式，其 的細 (215)式。

30.9

用 partition of unity 形式 (Ui,Γi, Vi) 的
Lemma A。

§7.2 Observation Z 的

Step 1. 對 一 p ∈ ∂D， Mn中 一 open set Ũp p ∈ Ũp ⊂Mn。

∂D 為 compact， ∂D 的 cover {Ũp ; p ∈ ∂D} {Ũp1, . . . , Ũpm}，
其中 pj ∈ ∂D。 ∀ j = 1, . . . ,m，Ũpj ∩ D 可 個 com-
ponents U1, U2, . . . , UF 的 disjoint union， 一個 component
simple domain。考 Upj 中的 components，j = 1, . . . ,m，

U1, U2, . . . , Uν, (224)

一 的 Lipschitz simple domain (Ui,Γi, Vi)，其中 ∂D ⊂∪ν
i=1 Γi。 的 Ũpj， 可 定 個 (Ui,Γi, Vi) 為

“standard” Lipschitz simple domain [ (200)式]。 Q := D − (U1 ∪
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U2∪· · ·∪Uν)。 U0 D 中 open Q ⊂ U0 ⊂⊂ D， U 0 ⊂ D

U 0 ⊂ D。 U ′i := Ui ∪Γi，∀ i = 1, . . . , ν。 {U0, U1, . . . , Uν} 為
D 的 open cover， {U0, U

′
1, . . . , U

′
ν} 為 D 的 cover。

Step 2. 對 {U0, U1, . . . , Uν} 一個 partition of unity，
一個 Ui Gi。 定 一個 “ 對 D 的 ” 的概念
： A 與 B open in D， Mn 上 open sets Ã 與 B̃，

A = Ã∩D，B = B̃ ∩D， Mn 中 Ã ⊂⊂ B̃， Ã :⊂⊂ B̃。

K1 := D−{U2 ∪U3 ∪ · · · ∪Uν ∪U0} ⊂ U1。 G1 U1 中 open，
K1 ⊂ G1 :⊂⊂ U1。 理， K2 := D−{G1∪U3∪U4∪· · ·∪Uν∪U0} ⊂
U2。 G2 U2 中 open， K2 ⊂ G2 :⊂⊂ U2。 ，

Gi :⊂⊂ Ui，∀ i = 1, 2, . . . , ν。最 open set G0 ⊂⊂ U0， G0 ⊃
D−{G1∪· · ·∪Gν}。 D 的 一個 open cover {G0, G1, . . . , Gν}。
[ 30.10]。

30.10

對 何 i = 0, 1, . . . , ν，定 ψi ∈ C∞(D)， ψi ≡ 1 Gi 上；
ψi ≡ 0 D − Ui 上； 全 D 上 0 6 ψi 6 1。 ：∀ p ∈ D，
∃ψi ψi(p) = 1， {G0, G1, . . . , Gν} cover D 本 。 ， D

上 ψ0+ψ1+ · · ·+ψν > 1。 φi := ψi/(ψ0+ψ1+ · · ·+ψν) ∈ C∞(D)。

partition of unity

1D = φ0 + φ1 + · · ·+ φν, (225)
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其中 suppφi ⊂ Ui，∀ i = 0, 1, . . . , ν。

Step 3. 定 f ∈ F(D) ∩ W 1,2(D)， ：∀ ε > 0，∃h ∈
C∞c (D)

∥f − h∥W 1,2(D) = O(ε), (226)
常 O(ε) 個量 O(ε)， 個量 O(ε) → 0 ε → 0。

o(ε) 個量 o(ε)， 個量 o(ε)/ε → 0。 Lemma A， ∀ i ∈
{1, 2, . . . , ν}，∃一個 cut-off function ηi ∈ C∞Γi

(Ui)， ∥f−hi∥W 1,2(Ui) =

O(ε)，其中 hi := f · ηi。 h0 := f |U0
∈ C∞(U0)， 定

h := φ0h0 + φ1h1 + · · ·+ φνhν, (227)

h D 上 smooth。 ，suppφ0h0 ⊂ U0 ⊂⊂ D，hi = f · ηi ∈
C∞Γi

(Ui)， suppφihi ⊂⊂ D，∀ i = 1, 2, . . . , ν。 supph ⊂⊂ D

h ∈ C∞c (D)。

f − h = φ1(f − h1) + · · ·+ φν(f − hν), (228)

φ0(f − h0) ≡ 0。 ∥f − h∥2W 1,2(D) ：

∥f − h∥W 1,2(D)

6 C
ν∑
i=1

{ ∫
Ui

φ2
i |f − hi|2 +

∫
Ui

φ2
i |Df −Dhi|2 +

∫
Ui

|Dφi| · |f − hi|2
}

6 C
ν∑
i=1
∥f − h∥W 1,2(Ui) = O(ε),

(229)
φ2
i 與 |Dφi|2 Ui 外全 0， φ2

i 6 1 與 |Dφi|2 < C，

與 ε 。 (229)式最 的 式 Lemma A。
Observation Z 的第一式（ (197)式）：

E(D) = W 1,2
0 (D). (230)

Step 4. volume constraint 的 Observation Z， 其第
二式（ (198)式）：

H(D) = Gc(D) W 1,2(D) 中的 closure. (231)
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要 ： 定 f ∈ H(D) ≡ G(D) ∩W 1,2(D)，∀ ε > 0，∃‹h ∈
Gc(D)

∥f − ‹h∥W 1,2(D) = O(ε). (232)

Step 2 中的 hi := f · ηi Ui 中，i = 1, 2, . . . , ν。

h0 := f U0 上。 定 η0 ∈ C∞(U0) η0 ≡ 1 U0 上，

η := φ0η0 + φ1η1 + · · ·+ φνην. (233)

δ > 0， δ > 4δi，∀ i = 1, 2, . . . , ν，其中 δi > 0 前。 考
Dδ := D −Nδ ⊂⊂ D， Nδ 為 ∂D D 中的 δ-tubular 域。 h

(227)式 定， ‹h := h− µη; µ :=

∫
D h∫
D η

. (234)

，h = φ0f + φ1fη1 + · · · + φνfην = fη ∈ C∞c (D)， (234)式∫
D
‹h = 0。 ‹h ∈ Gc(D)。

Step 5. µ 可 δ 小： f ∈ G(D)，
∫
D f = 0，∣∣ ∫

D
fη
∣∣ = ∣∣ ∫

Dδ

f +

∫
D−Dδ

fη
∣∣ = ∣∣( ∫

D
f −

∫
D−Dδ

f
)
+

∫
D−Dδ

fη
∣∣

=
∣∣ ∫

D−Dδ

f(−1 + η)
∣∣ 6 ∫

D−Dδ

|f |.

(235)

Lemma A∣∣ ∫
D
fη
∣∣2 6 ( ∫

Nδ

|f |
)2 6 ( ∫

Nδ

f 2
)
· |Nδ| 6 C(P (δ) · δ2) · δ. (236)

|µ|2 =
∣∣ ∫

D fη
∣∣2∣∣ ∫

D η
∣∣2 = o(δ3)→ 0, (237)
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δ → 0 。 的 ：∫
D
|f − ‹h|2 6 C

( ∫
D
|f − h|2 +

∫
D
|µη|2

)
6 C

∫
D
|f − h|2 + o(δ3),

(238)∫
D
|Df −D‹h|2 6 C

( ∫
D
|Df −Dh|2 +

∫
D
µ2|Dη|2

)
. (239)

∥f − ‹h∥2W 1,2(D) 6 C
(
∥f − h∥2W 1,2(D) + µ2

∫
D
|Dη|2 + o(δ3)

)
. (240)

用(218)式 |Dη|2 的 與(241)式， 上式 µ2
∫
D |Dη|

2 = o
(
δ3 · 1

δ2

)
=

o(δ) → 0， δ → 0。 Step 3 (229)式， (243)式
(232)式。 ，Observation Z 。 �

§7.3 Observation Z 的第二

Observation Z 的第二 ， 定 Lipschitz domain D 上的
問題， 為 smooth domain D̃ 上， D̃ ⊂⊂ D， S := ∂D′

(∂D)δ := {p ∈ D ; dist(p, ∂D) < δ}, δ > 0 (241)

中。對 S 上一 p，考 map : x ∈ S α7−→ x + tν ∈ D̃，其中 t ∈ R，
t > 0， ν = ν(x) 為 S x 向 D̃ 的 unit normal。 t0 > 0

為最小的 t， map α x 為 singular， 稱 p̃ = x + t0ν(x) 為 x

的 focal point， s(x) := t0。定 s 的 focal distance

s := min{s(x) ; x ∈ S}. (242)

的 D̃，其 S 的 focal distance s s > Cδ，C 與 δ 及 x

， η̃ ∈ C∞c (D)，其 |Dη̃|2 可 ， 前 ，其
中 η̃ ≡ 0 t 6 δ；0 6 η̃ 6 1 δ 6 t 6 2δ， D 上的其 地方
η̃ ≡ 1。
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定 f ∈ F(D) ∩W 1,2(D) ∀ ε > 0， h := f · η̃，可 小
的 δ > 0，

∥f − h∥W 1,2(D) = O(ε), (243)
要 的 。 ：與第一 一 ，∂D 的 Lipschitz

|Dη̃|2 的 。 ：考 n = 2， 的考 (U,Γ, V )，

Γ ⊂ ∂D 為 r = u(x) = |x|α，x ∈ V，的 形，其中 0 < α < 1。

x = 0 cusp (x, r) = (0, 0)， 30.11，其中 (x, r) D

cusp (0, 0) 的 標， ∂D Lipschitz，
focal distance s = o(δ)。 |Dη̃|2 ̸= O(1/δ2)， δ → 0 ，

|Dη|2δ2 →∞。 個 子中，h ≡ f · η̃ f W 1,2(D) 中，
δ → 0。

30.11

Lemma C 定 Lipschitz simple domain (U,Γ, V ) 與一小 δ > 0。

Lemma A 的 Step 1， r = u(x) = u(x) + 2δ，x ∈ V。考
u(x) 的 smooth wα(x)， Lemma A 中的(200)式。為
算 n = 2， α = δ/L，可 ：

(i) |wα(x)− u(x)| 6 L · α = δ，

|w′′α(x)| 6 C2L
2/δ, (243)

其中 C2 := max{φ′′(x) ; −1 6 x 6 1}，L 為 u(x) 的 Lipschitz 常
， φ 為一 標 的 mollifier。
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(ii) α = δ/L， C = 1/(C2L
2)， wα(x) 的 minimal focal dis-

tance s > Cδ。

： 其 算 ： α = δ/L (i) 中的第一 式 為(200)式；
第二 式(243)式 算。其中 ：∫

V
u(x)φ′′

(y − x
α

)
dy = αu(x)

[
φ′
(y − x

α

)]x+α
x−α = 0. (244)

(ii) 中的 s，

|k(x)| =
∣∣w′′α(x)/√1 + w′α(x)

2
∣∣ 6 |w′′α(x)| 6 C2L/α = C2L

2/δ, (245)

其中 k(x) r = wα(x) x 的線曲率 (line curvature)。 應的，曲線
r = wα(x) 何 x ∈ V 上的曲率 R(x)為 1/k > α/(C2L) = Cδ，

其中 C := 1/(C2L
2)。 ，

s = inf{R(x) ; x ∈ V } > Cδ, (246)

為 。 �

Lemma C 對 一 的維 n， 的 。 變
。 Observation Z 的第二 。 從 的 Lipschitz

simple domain (Ui,Γi, Vi) ， η̃i ∈ C∞Γi
(Ui)，i = 1, . . . , ν。

前 ，考 r = u(x) 的 smooth surface Si， Si 為 r = wi(x)

的 graph， Si 上的最小 focal distance 為 si。 Lemma C，∃C0，

0 < C0 < 1 si > 2C0δ，∀ i = 1, . . . , ν。定 η̃i

η̃i(p+ tν) = η̃0(t/(C0δ)), (247)

其中 η̃0 ∈ C∞(R1)為 R1 上標 的 cut-off ， η̃0(x) ≡ 0 x 6 0；

0 6 η̃0(x) 6 1 0 6 x 6 1； η̃0(x) ≡ 1 x > 1。 hi := fη̃i，

∀ i = 1, . . . , ν。 第一 ，引 partition of unity

{φ0, φ1, . . . , φν} (248)
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定 h (227)式， h ∈ C∞c (D)。 |Dη̃i|2 = |Dtη̃i|2 6 C̃1/(C
2
0δ

2)，

其中 C̃1 |η̃′0|2 的上 ，與 δ 。 中 的 ，基本上與第一
。 volume constraint（ 積 ）的 ， 一 。

對 ， 結。 基 個 ：

(i) |Dη|2 與 |Dη̃|2 的 ，基本上 ∂D 的 Lipschitz 可
。 的論 ，一為 Lemma A， 一為 Lemma C。

(ii) domainD 1維 (one-dimensional)， n = 1， ∂D 的
Lipschitz ， Observation Z 的 ， 變

∫
Nδ
f 2

的 ，其論 為 Lemma B。

可 考 第三個 ： 幾何測 論 理 Lipschitz domain D
用的 法。 ∂D 平， η 與 h 要 smooth，

的 。 的細 ， 參考 行的短文 [Hi]， 引用
Evans–Gariepy [E-G] 書中的結 (Cor. 1.5.1.6)， 算(243)式。

§7.4 (引理 A 的 )

本章 上最 的 分: 對 Sobolev Ht 的
性，要 其 的 。 程中， 參 前 set-

continuity 的定 ，及幾個 的 子， 其 。

Step 1 Ht =
∩
r>tHr : “⊂” ， 為 Ht ⊂ Hr，∀ r > t。

要 “⊃”， 用 D(t) =
∩
r>tD(r) 。 定 g ∈

∩
r>tHr,

supp g ⊂ D(t)。理 ：

(i) 對 Mn 上的一個 (open set)V， V ∩D(t) = ϕ, 可
r′ > t V ∩D(r′) = ϕ。 ， rn 與 xn，其中 rn > t，

t， xn ∈ V ∩ D(rn)。 一個 convergent subsequence，為
方 ， xn， V 中的 一 x0。 定 r > t，

N r > rn > t, ∀n > N。 xn ∈ D(rn) ⊂ D(r) ，

x0 = limn xn ∈ D(r)。 set-continuity，可 x0 ∈
∩
r>tD(r) =
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D(t)。 背 V ∩D(t) = ϕ 的 。 論 用 §5
30.4 的 子， 為 個 子

∩
r>tD(r) = D(t) 。

(ii) Mn 中的一個 V， V ∩D(t) = ϕ ， g ̸≡ 0

a.e. on V )。 (i)， ∃r′ > t V ⊂Mn−D(r′)。 g /∈ Hr′，

g ∈
∩
r>tHr 的 定。 ，supp g ⊂ D(t)。 set-continuity,

D(t) 的 (interior) int(D(t)) = D(t)− ∂(D(t)) = D(t)− ∂(D(t)) =

D(t) 。 supp g ⊂ D(t) g ∈ L2(D(t))。

(iii)
∫
D(t) g = 0， g ∈ Hr�∀ r > t； supp g ⊂ D(t)。

Step 2 g 微分 hi := Dig ∈ L2(D(t))，∀ i = 1, · · · , n。
上， g ∈ Hr, ∀ r > t， hi ∈ L2(D(r))∫

D(r)
g ·Diφ = −

∫
D(r)

hi · φ, ∀φ ∈ C∞c (D(r)) (249)

。 hi
∣∣
D(r)−D(t)

= 0： U ⊂ D(r)−D(t) hi ̸≡ 0

a.e. on U。 φ ∈ C∞c (D(r)) suppφ ⊂ U 與
∫
U hi · φ ̸= 0。

與(249)式 , 為 上 Step 1，式子的 = 0 ， ̸= 0。

hi ∈ L2(D(t)) 為 g D(t) 中的 微分， g ∈ Ht。

Step 3 個最細 最 的 分。 g ∈ Ht,
g 的 trace Tg ∂(D(t)) 的值為 0。論 :

(i) g ∈
∩
r>tHr， fn ∈ Gc(D(rn))，其中 rn ↘ t，

∥fn − g∥2Hb
< 1/n, 其 值 0， n → ∞。 稱 limn fn|∂(D(t)) =

0。 U ≡ D(b)−D(t)， ∥fn∥2H(U) = ∥fn−g∥2H(U) 6 ∥fn−g∥2Hb
→ 0，

n→∞。 ：g ≡ 0 a.e. on U .

(ii) 一 ， 定 f ∈ F(U),U ≡ D(b) − D(t),Γ ≡ ∂D(t) ∩ U，
可 ∥f∥2L2(Γ) 6 ∥f∥2W 1,2(U)。 p ∈ Γ, B′ ≡ B(p, a/2) ⊂⊂

B ≡ B(p, a) ⊂ U , a > 0。 x = (x′, r) 為 B+ 上的 Lipschitz
coordinate , 其中 r

∣∣
Γ∩B = 0， B+ ≡ {(x′, r) ∈ B; r > 0} ⊂ U。定

ζ ∈ F(U) ， ζ = 1 B′ 中，ζ = 0 U − B； 0 6 ζ 6 1



714 Ch. 30 cmc 上的 Jacobi 場與 Morse Index 定理

U 上。
∫
Γ∩B′ |f |2dx′ 6

∫
Γ∩B ζ|f |

2dx′ 6 −
∫
B+

∂
∂r(ζ|f |

2)dx 6
C
∫
B+(|f |2 + |Df |2)dx = ∥f∥2W 1,2(B+)。 Γ 為 ， (ii) 一

稱的 式。

(iii) 為 ∥fn∥2W 1,2(U) → 0， (ii)
∫
Γ ∥fn∥

2 → 0。 fn L2(Γ)

上 0。 limn fn = 0, a.e. on Γ。 Γ′ ≡ ∂D(t)− Γ。 set-
continuity的 ： ∂D(t) = ∂(

∩
r>tD(r))， (??)式， 道：

Γ′ ∂D(t) 與 ∂D(r) 的 ，其中 r > t。 fn ∈ Gc(D(rn))，

fn ≡ 0 Γ′ 上。 ： D(t) 的 個 ∂D(t) 上， limn fn = 0

。

(iv) 定 ∂D(t) 上，limn fn = 0， 為 ∂(D(t)) $
∂D(t)，參 4 中的 D′I。 引理 A 及本章 要定理的 ：

中的 domain D(t), 其 topological type t 變動， 何可 ？

理 問題的 。 g D(t) 上的 Sobolev ，

前 論 ： 個 ∂D(t) 上， trace Tg = limn fn = 0。

4 中的 DI 中， 線 L0 ⊂ ∂D(t) ∂D(t)。 DI
set-continuity 的 ， ∂(D(t)) = ∂D(t)， limn fn = 0

on ∂D(t)， 個 ∂D(t) 上，trace Tg = limn fn = 0。

g D(t) 的 值為 0， g ∈ Ht。

(v) 為 論 ， 其 ，對最 ： h :=

fnη − µη ，其中 η 為一 的 cut-off ， Observation Z 中
的論 ， Ht 中 ∥h − fn∥2。 h ∈ Gc(D(t)) 可 Ht 中

g， n→∞ 。 g ∈ Ht。 上 中，(??) 式
的 f fn。 Sobolev 性的一 ，

引理 A 中的前 Ht =
∩
r>tHr。

Step 4 引理 A 的 ，
∪
s<tHs = Ht。 “⊂”: 定

f ∈
∪
s<tHs。 ”closure” Hb 中 ， 前 定 ，

Hs ⊂ Hb, ∀s 6 b。 supp f ⊂ D(t)。 ， Mn 中的
U ⊂ D(b)−D(t)，

∫
U |f |

2 = c > 0。 f 的 定，∃ s0 < t 與
h0 ∈ Hs0 ∥f − h0∥2Hb

< c/2。 與 ∥f − h0∥2Hb
>
∫
U |f |

2 = c 。
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f ∈ L2(D(t))。

Step 5 f ∈ Ht： 定 ε > 0, s < t 與 g ∈ Hs

∥f − g∥Hb
< ε/2。 Observation Z，Hs Gc(D(s)) 的 closure

中； 的 closure W 1,2(D(s)) 中 。 h ∈ Gc(D(s))

∥g − h∥Hb
< ε/2 ，其 ∥ · ∥Hs

= ∥ · ∥Hb
， ∀s 6 b。

∥f − h∥Hb
6 ε， h ∈ Gc(D(s)) ⊂ G(D(t))。 f

G(D(t)) W 1,2(D(t)) 中的 closure ， Ht 。 f ∈ Ht，∪
s<tHs ⊂ Ht。 Observation Z 為一 ，

D(s) 外的值為 0 ，G(D(s)) G(D(t)) 中， Gc(D(s)) ⊂
G(D(t)) 。 要。

Step 6 “⊃”。 用 set-continuity的第一
∪
s<tD(s) =

D(t)。 定 f ∈ Ht 與 ε > 0， Observation Z， g ∈ Gc(D(t))

∥f − g∥Ht
< ε。 定 Mn 中的 W W ⊂ D(t)。 Step 1，

∃ s′ < t W ⊂ D(s′)。 ， ∀sn ↗ t, ∃ xn ∈
D(sn)

c ∩ W。 {xn} 中的 子序 ，為 {xn}。
x0 = limn xn。 定 s < t， xn ∈ D(sn)

c ⊂ D(s)c，其中 n 大。
x0 ∈ D(s)c， D(s)c D(b) 為 close， D(b) 為 relatively com-
pact。 x0 ∈

∩
s<tD(s)c = (

∪
s<tD(s))c = D(t)c。 與 W ⊂ D(t)

。 的 g ∈ Gc(D(t))， supp g ⊂ D(t)。 上 ，

s′ < t supp g ⊂ D(s′)。 g ∈ Gc(D(s′)) ⊂ Hs′，

f ∈
∪
s<tH(s)。 引理 A。 �

19 的 ：上 中的 Step 1 與 Step 6，對一 的 ，

其論 。 §5 30.4 中考 個 open ball V， 要 r >

t，V 法與 D(r) 。 一個 中的 W，對 何 s < t，

與 D(s) 。 上 中的 Step 1 與 Step 6 的論 ，

trivial。 上， 個 ， Hausdorff ，

set-continuity。值 的 ：上 的 Step 1 與 Step 6，
： set-continuity⇒Hausdorff 。 。§5 4 中
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的 DI 與 D′I 的 。 為 Hausdorff ， set-
continuity。

Sobolev space 性的 。 前 ，

「定理 10」 λk 與 λ̃k 。 的 ：

D 中的 Lipschitz domain D(t)，其 topologiacal type 可 變動，
stability operator 的特徵值 λk 與 λ̃k 。

從 前 ， stability operator 的值 分析。 用
與特徵值的 性， Morse index 定理的 cmc 形式 [定理 9]。
最 本章的 要定理 [定理 8]， 本章要 Jacobi 場分 的
要問題。

， 。
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