
第 30 章　 cmc 上的 Jacobi 場與 Morse Index 定理

§1 問題的背景

஽本章中，዗ݛ໛考ብㅙᡤ的問題：ⷜ常均曲率 (cmc) 曲面 Mn #
Rn+1 上ᙋ一 domain D = D(t) 㔭⦯ᗅ㒘 t ㅣ☩ಣ大，ڂ㦦ᗅݣ஽ D(t) 上
面ᙇ࢕Ἡ㖩㕥的 Jacobi 場，其ㆫ‏值為 㓲ࢶᙋ㞒積ط⛗，0 [⵼ Ch. 29 定
⚈ 2]？ㅙٱ Jacobi 場஽ t サ上പ何分ۓ？ㅙᖹ㓉ᕦ Jacobi 場的一個結構問
題，᭨⠆ 1960 ၢ࢕ڛἩ的 Morse index 定理。

Morse index 定理ঈ൜的形式ᖹ：考ብ Riemann 流形 XN 上的一㦻 p，

及⠆ p = γ(0) 的一᝖測地線⃗࢕ γ(t)，ⷜ第一個஽ γ(t) 上࢕Ἡ的共゠㦻
(conjugate point) 為 q1 ≡ γ (t1)，ٸ८஽ p̆ q1 上ᙋ一個㖩㕥 Jacobi 場， 
Ch. 11 定理 Ω，዗ݛ⇈道：對 t′ 6 t1 < t′′，⢴ⷑ q′ = γ(t′), q′′ = γ(t′′)，

測地線ࣀ p̃ q′ 為穩定 (stable)；⛗ p̃ q′′ 為ز穩定 (unstable)。ᐓত⸉⸱，
ㅺ٥ q1，測地線໳ 穩定ヶዖز穩定。

ㅙ໳ᖹ⸱，ㅺ٥一個共゠㦻，໳ಣࣹ٥一個 index。ۑ一個共゠㦻對應ᕦ
一個 Jacobi 場，ٸ८對應ᕦ一個 nullity。ዶ⹴一個 nullity ᖹ對應ᕦ一個
܂ γ(t) 上的 Hessian E 為 0 的變分向量場。ㅙⴁ E ᖹ❪量ᨻ࢖（energy
functional，參⵼ Ch. 11 定理 Ω）。⛗ዶ⹴一個 index，ࣀ對應ᕦ一個܂
Hessian E 為⼺定 (negative definite) 的變分向量場。…ᵂ Jacobi 場的㊞
ᔶ (multiplicity) 要۸ࡎⷅ算。

஘ᤳ，γ[0, c) 上的 index ⏮ᕦ γ[0, c) 上ዶᙋ࢕Ἡㅺ的ẹ⎦（ᎀ linearly
independent）Jacobi 場的個ᔶ。ㅙܧᖹঈ൜的 Morse index 定理。ࢮ用ㅙ
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652 Ch. 30 cmc 上的 Jacobi 場與 Morse Index 定理

定理，Morse1，Milnor2，Bott3分ࢬⷅ算࢕ loop space ℨ㓉的፞ᒫ結構。

പᚵ஽最小曲面 Mn # Rn+1 上，考ብ㙑ۋ的問題，ٸ८考ብ一ᕳㅣ☩
ಣ大的 domain D(t)，其中 t 為參ᔶ。ㅙᗅ問題ᙇㆈ為ⴛ㕕，⛗變ᄢℨ…஠
㕛，ۑ㙑ۋ的 Jacobi 場與 index 的㓉ڍ，ܪᵂዖ⎦。஽ Ch. 23 §1 中，዗
८考ብٸ，理⬦٥ۥ，㒐൜的ṉᨥ࣌တ╱對ຄݛ domain D(t) ஽第一共゠
ㆫࡏُ‏與ُ外， 穩定ヶ變ዖز穩定的問題。

本章዗ݛ໛ㅩ一步，考ብ cmc 曲面上ⴛ㕕的 Morse index 問題，ᐉ☏࢕
Jacobi 場പ何分ۓ的ᇬṉ。

要的஠㕛，㓿٥用و Morse Index 定理ُ外，዗ݛ考ብ的ᖹႴ⚈的 Ja-
cobi 場ᖹ஽ Lipschitz domain D(t) 上。ጥⲢ上，ຄ᥾஽ smooth domain
（ᎀ ∂D smooth）上⡣㕛ᄢ೫。িᗅ዗ݛক⬦理 Jacobi 場，ຨⷞ D(t) 的
፞ᡬ (topological type) 可ڝ㔭⦯ t ᔋ變，ㅙᡤ D(t) 可ۈڝ向 Mn 的ㆈ
方，ㅹ及大域。ㅙٱጥⲢ上的஠㕛，و要৬Ἡ஽本章最ᄝࡑ␴ §6 與 §7。

஽ Ch. 29 §2，዗ݛတᐉㄻㅺ一ᕳㅣ☩ಣ大的D(t) ⊂Mn # Rn+1，（t ∈
[0, b] ⊂ R1, p0 ∈ Mn, D(0) = p0 㦻的小㈨域 ⊂ Mn），പ何從 subex-
tremal 變ዖ extremal ，ক變ዖز穩定 (unstable)，ؾ⺮ᖢ subextremal
domain ᅂᵂ穩定 (stable)。ㅺ٥ extremal，८ D(t) 為 superextremal，
ᤳᗅ變分࢖ᔶ⍯㒘 FD(t) 上的 operator L = −∆

M
φ−∥B∥2φ [⵼ Ch. 23 §3，

(17)-(18)式]，其特徵值的分ۓᖹ

λ1(D(t)) < 0 6 λ2(D(t)) 6 λ3 (D(t)) 6 · · · ,

ۑ D(t) ᖹ穩定ڝᵂ可ڍ (stable)。

… D(t) ፽☩ࡢಣ大，D(t) ṉ቉‏穩定。ㅙ個ヶ變的⠄زᙇ變ዖܧ
[critical status]，዗ݛⷑ為 D(c), c ∈ [0, b]。ذ文 §2 定理 2 中，዗࠺ݛ
⸱ᖢ對 cmc 曲面，ٛᙋ㙑ۋ Ch. 11 定理 Ω 的Ἡ⼊，ٸ८ D(c) ᙋ第一共
゠ㆫ‏。

1參⵼ [Mm]。
2參⵼ [Mj3]。
3參⵼ [Br]。



⠄‏ṉ቉ 653

§2 ⠄‏ṉ቉

本章論ㄻ的方法，ᖹ࠺從ᤳ前⚪ቜ的 C∞-架構⃗࢕，一℥ㅩ行ࢱ §5，ጭ
要結ᚵ及其⺮ᖢ的و idea ㇹपऎ܉࢕。ㅙᗅ⃗Ἡ C∞-架構࢕Ἡ一زٱᖧ࠼ᙎ
的ὦ⁊，ᴷ法୼⺡的 (rigorously) ㆎ用ᕦ዗ݛዶ㕭的論⺮。ۑ዗࠺ݛᅅঝㅙ
ࢱ℥，ᡣⓜٱ §6 與 §7，዗ݛጀᤲ式⸽ᔲ架構，ጭ C∞-␶‱中ዶㄻ的ࡏຨ，
ᐊॕࢱ Sobolev ⍯㒘，⛗஽ Sobolev ␶‱中ጭὦ⁊ჲ⳽ㅺ܉，ᄢࢱ຋ᔲ⛗୼
⺡的論⺮。

ㅙᡤޏ的理 ，一為：C∞-␶‱⽒ㄨᕦ幾何℥⶛，ᴷ㕭ೳ೫分析學中ፌ
⼊的⸨言；二為：ㅵࢱ C∞-架構ᴷ法ⶪ᧲的஠㕛 പᩅⷑ܍] 7 與 8]，ጀ引ㅩ
Sobolev 架構，⛗஽ Sobolev ␶‱中ጭㆼٱ஠㕛Ꮭ㓿，ㅙᗅ዗ܧݛᬐ៘ℶࢱ
Sobolev 理論的用ሢ，ຄزᖹ為٥ፌ⼊⛗ፌ⼊，⛗ᖹ為٥ᙋᔔⶪ᧲問題。

዗ݛᨣ用 Ch. 29 §2 ዶ╏定的架構，݆ۑᔋ一ٱ⏗⬬。考ብMn # Rn+1

為 cmc 曲面，其均曲率⏮ᕦ常ᔶ H0。ⷜ D ⊂ Mn 為 relatively compact
८ٸ D ஽ Mn 中的 closure D̄ 為▚▼ (compact)，طㆫ‏為 C∞。本章為
٥⑸ह⏗⬬，“D ⊂Mn” ໳Ⲯ⊠ㅙᡤ的 domain。ⷜ

F(D) ≡
{
f : D → R; f ∈ C∞(D) ∩ C0(D̄), f |∂D = 0

}
,

G (D) ≡
{
f ∈ F(D);

∫
D
fdM = 0

}
. (1)

其່ G (D) ໳ᖹ：F(D) 中ᙋ㞒積ࢶ㓲 (volume constraint) 的變分࢖ᔶ全
㞒。஽ F(D) 上考ብ L2-metric ⟨f , g⟩ =

∫
D fg dM。可ڝℶ࢕ G (D) ᖹ

F(D) 中的 hypersurface：८ G (D) = kerT, T : F(D)→ R，

T (f) =

∫
D
fdM, ∀ f ∈ F(D). (2)

稱ᤳ前（Ch. 29 §2）໢࢕的 operator

Lf ≡ −∆
M
f − ∥B∥2f, ∀ f ∈ F(D), (3)

為 stability operator，其中 ∆
M
為 Mn 上的 Laplacian，⛗

∥B∥2 =
n∑
i,j
h2ij (4)
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為 Mn ஽ Rn+1 中第二基本式(hij) 的 norm square，其中 hij ٶᓅᤲܛܪ
標架⛗জ。

஽ Ch. 29 §2 中዗ݛတ⸱ᖢ D 上的二㔜變分式：

J ′′(0) =

∫
D
Lφ · φdM, ∀φ ∈ G (D) , (5)

其中 J 為 AreaA(t)ࣹ㞒積ࢶ㓲 V (t) = V0 的線性ᨻ࢖ (linear functional):

J(t) = A(t) + nH0 V (t). (6)

… J ′′(0) > 0, ∀φ ∈ G (D)，዗ݛ⸱ D 為穩定 (stable)。ڋ考ብ L 用஽ۥ
F(D) 上的特徵࢖ᔶ uk 及特徵值 λk：

Luk = λkuk, k = 1, 2, · · · (7)

λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · → ∞, (8)

其中 {uk} 為構ዖ F(D) 的一┹ᤲٶ基。ࢮ用 Rayleigh ࢕ℶڝᔶ，可ܪ

D′ ⊂ D′′ ⇒ λk(D
′) > λk(D

′′). (9)

考ብℨ應ᕦ L 的 symmetric bilinear form：

I(f, g) =

∫
D

(
Df ·Dg − ∥B∥2fg

)
dM (10a)

=

∫
D
Lf · g dM, (10b)

∀ f, g ∈ F(D)。⇈

J ′′(0) =

∫
D
Lf · f dM = I(f, f) (11)

ᗅ常Ⲯ I(f, f) 為 I(f)。
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定⚈ 1 ╏定 D ⊂Mn，஽ G (D) 中ᎂ序定⚈ unstable cone Λ̃ 及 strict
unstable cone Λ̃− 為

Λ̃ = {f ∈ G (D) ; I(f) 6 0} ⊂ G (D) ,

Λ̃− = {f ∈ G (D) ; f = 0 ዛ I(f) < 0} ⊂ G (D) ,
(12)

ذڝ] Λ̃− ᙋᗅٛ⑸稱 unstable cone]。

പᚵࣹز㞒積ࢶ㓲 (volume constraint)，一⠳዗ݛ稱為 “Dirichlet
sense”，ؾ஽ Dirichlet sense 定⚈ℨ應的ذ unstable cone：

Λ = {f ∈ F(D); I(f) 6 0} ⊂ F(D),

Λ− = {f ∈ F(D); f = 0 ዛ I(f) < 0} ⊂ F(D).
(13)

ຨᖧℶ࢕：Λ̃− = Λ− ∩ G (D)，Λ̃ = Λ ∩ G (D)。ᩅሢ：

D 為 stable iff Λ̃− = {0}, (14)

८：iffٸ Dirichlet (strict) unstable cone 㓿 0㦻外，ᨇᙋ≇ࢱ hyperplane
G (D)。কᩅሢ D 為 unstable iff Λ̃− % {0}。

㓉ᕦ Jacobi 場，共゠ㆫ‏，第一共゠ㆫ‏⏮概念，዗ڍݛᨣ用 Ch. 29
§2 的定⚈ പ܍。2 Jacobi 場ᎀ的ᖹ φ ∈ G (D)，φ ̸= ط，0

∫
D Lφ ·

g dM = 0, ∀ g ∈ G (D)。Ἡڋ዗ݛ⸱：「unstable cone Λ ஽ φ 切ⶺ
(touches) G (D)」的ሢᅻᖹ：

0 ̸= φ ∈ Λ ∩ G (D) , ط⛗ Λ̃− = {0}. (15)

定理 1 ╏定 D ⊂ Mn，ⷜ Λ ஽ φ 切ⶺ G (D)，ࣀ φ 為 D 上的 Jacobi
場。

⺮ᖢ：  (15)式，⇈ I(f) > 0, ∀ f ∈ G (D)。ڨሢ╏定 g ∈ G (D)，ᤋ
⺮ I (φ, g) = 0：考ብ F (t) ≡ I (φ+ tg) , t ∈ R，ࣀ஘ φ+ tg ∈ G (D)，
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ᔒ F (t) > 0。থ外，φ ∈ Λ  (13)式⇈ I (φ) 6 ஘ۑ，0 φ ∈ G (D)，

 (15)式⇈ I (φ) > 0，ᔒ

F (0) = I (φ) = 0.

஘ᤳ F (t) ஽ t = 0 㦻জᄢ最小值。ᄢ：

0 = F ′(0) =
d

dt
(I(φ+ tg))

∣∣∣
t=0

=
d

dt

(
I (φ, φ) + 2tI (φ, g) + t2I (g, g)

)∣∣∣∣
t=0

= 2I (φ, g) .

(16)

⇈ φ 為 D 上的 Jacobi 場。 �

ᩅⷑ 1 ⷜ D ⊂Mn，ࣀ φ ∈ G (D) 為 D 上的 Jacobi 場 iff

Lφ = 常ᔶ a =
1

|D|

∫
D
LφdM, (17)

其中 |D| = AreaD。ㅙ٧ᄙຨᖧᢵ㝧：⢴ Lφ = a，ࣀ

I(φ, g) =

∫
D
Lφ · gdM = a

∫
D
gdM = 0, ∀ g ∈ G (D) .

஘ᤳ φ 為 D 上的 Jacobi 場。চㅺ܉，╏定 D 上的 Jacobi 場 φ ∈ G (D)，

⢴ Lφ 㖩常ᔶ，ࣀᙋࡑ㦻 p, q ∈ D，Lφ(p) ̸= Lφ(q)。ⴕ࢖ۥᔶ g : D →
R，܂ g = 0 ᕦ D − Np ∪ Nq，其中 Np 與 Nq 分ࢬᖹ p 與 q 的小㈨域，
Np ∩Nq = ط，∅ |Np| = |Nq|；⛗ط⻢ g = +1 ᕦ Np，g = −1 ᕦ Nq。

ᵂᄝጭ g smooth out，܂ g ∈ G (D)，ࣀ
∫
D Lφ · gdM ̸= 0。與 φ 為

Jacobi 場⇂ℭ。 �

何ڨ對ڋ f ∈ F(D) ۥ L2-༌㒐，ዖ f = akuk [℮„
∑

k 的⏗⬬朶ذڝ
⃞ᵂ]。ࣀ

Λ =
{
f ∈ F(D); λ1(a

1)2 + λ2(a
2)2 + · · · 6 0

}
. (18)
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理 ᖹ：

I(f, f) =

∫
D
L(aiui) · (ajuj)dM

=

∫
D
(aiλiui) · (ajuj)dM = (a1)2λ1 + (a2)2λ2 + · · · .

(19)

ⷜᙋ D = D(t) ⊂ Mn，㔭⦯ t ㅣ☩ಣ大。዗ݛ஽ §3 ໛對ㅙᡤ的面
域ᕳ，࢕ޏ≋切的定⚈，稱為ㆇಣ面域ᕳ (monotone continuum) D =

{D(t); t ∈ [0, b]} , D(0) = p0 ∈ Mn，܂ λk = λk(t) ٛ㔭⦯ t「ㅣ☩」
變動（٧່上ᖹㅣ☩變小，஘(9)式ُᔒ，ۑㅣ☩ㅙ٧ڦᖹ㓉㏊朶⛗ط㕭要
細分析的，஽ڏ §6 ُᄝ዗ݛᙇ୼⺡⬦理）。對ᕦㅙᡤ的 D，዗ݛℶ࢕…
D(t) = D(e), e ∈ [0, b]，為 extremal ᗅ，

0 = λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · → ∞.
對ᕦ t < e， (19)式，⇈ I(f) > 0, ∀ f ∈ F(D)，㓿㖩 f = 0。ᔒ
unstable cone Λ = {0} , ∀ t < e。ۑ… t = e，⇈ Λ = ⟨u1⟩，ط Λ− =

{0}。

… D(t) ☞☩ಣ大，unstable cone Λ 㒐൜࢕Ἡᗅ，第一特徵࢖ᔶ u1 ዛ
u1 的ݘᔶ cu1 ᅂᵂᖹ㘱一個┋ࡎ Λ 中的變分࢖ᔶ，ۑ Λ(e) 㓿 0 㦻外，ㆦ
ࢱ≇ᙇز G (D)，஘஽ D 的ࡏ㇨，u1 > 0，ᔒ u1 /∈ G (D)，其中 Λ(t) ᎀ
D(t) 上的 Λ。ᵂᄝ Λ(t) ☞☩ಣࣹ，℥ࢱ Λ 㓿 0 㦻外㛗ႂ≇ࢱ G (D)。ᤳ
ᗅ切ⶺ的 φ ᖹܧ Jacobi 場，⛗ D G。‏ᙋ第一共゠ㆫࣀ (D) 㛗ႂᙋ㖩㕥
的變分࢖ᔶ  stable ㅩࡎ unstable，ㅙ໳ᖹ從 “穩定” ㅩࡎ ”穩定ز“ 的⠄
ⷑݛṉ቉。ᤳᗅ዗‏ D = D(c), 0 < e < c < b，c ᎀ⠄‏ᗅࢻ。

對ᤳ，዗٦╏ݛᬐ៘的⺮ᖢ：

定理 2 ⷜ D ⊂ Mn ᙋ共゠ㆫ‏，८๩஽ D 上的 Jacobi 場 φ ∈ G (D)，

কⷜ D′ % D，ࣀ D′ 為 unstable，ٸ८ᙋ g ∈ G (D′)，I(g) < 0。

⺮ᖢ： Step 1. 考ብ g = 1
αψ + αh, α > 0 ᖹ個ᄖ定的微小ᔶ。其中

ψ = φ ᕦ D; ψ = 0 ᕦ G ≡ D′ −D. (20)
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ள 30.1

[最ᄝጀ smooth out ψ] ⛗ h ∈ G (D′) ᄢ܂

h
∣∣
Γ
= −β∂φ

∂ν
,

∫
D′
hdM = 0, Γ = ∂D ∩D′, (21)

ط β ∈ F(D′), 0 6 β 6 1, β
∣∣
Γ0

= 1, Γ0 ⊂⊂ Γ。（⵼ள 30.2）

ள 30.2

Step 2. ஽ D′ 上，考ብ

ID′ (u, v) =

∫
D′

(
uivi − ∥B∥2 uv

)
dM, (22)

其中 ui = Diu，“
∑
i
” ذڝ，„℮ “dM” ᔶ࢖ⷅ算ᨣ變分ؾ。„℮ٛ g 的

二㔜變分式。ᩅሢ g নᖹ᷷ṉनᮟ (piecewise smooth)，ᤳᗅ(10b)㕏زዖ
：⇈ᄢݛዖ⎦，዗(10a)ۑ，⎦

J ′′D′(0) = ID′ (g) = ID′

(
1

α
ψ + αh,

1

α
ψ + αh

)
=

1

α2
ID (φ, φ) + 2ID (φ, h) + α2ID′ (h, h)
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≡ I + II + III [ᎂ序ⷑዖ三㘕], (23)

⛗

I = 1

α2

∫
D

(
φiφi − ∥B∥2 φ2

)
=

1

α2

∫
D

(
(φiφ)− φiiφ− ∥B∥2 φ2

)
=

1

α2

(∫
∂D

∂φ

∂ν
φ+

∫
D
Lφ · φ

)
= 0, [஘ φ|∂D = 0, ط φ 為 Jacobi.]

II = 2

∫
D

(
φihi − ∥B∥2 φh

)
= 2

∫
∂D

∂φ

∂ν
· h+ 2

∫
D
Lφ · h

= −2
∫
Γ
β

(
∂φ

∂ν

)2

+ 0. [ᤳ஘(21)式，ط φ 為 Jacobi.]

ዶڝ J ′′(0) = 0 + (−A) + α2ID′ (h, h)。其中 −A < 與ط，0 α ᴷ㓉。㆚
ᒷ α > 0 ೭小，ࣀ⇈ J ′′D′(0) < 0，८ D′ 為 unstable。 �

一⠳⸱܉，變分學⬦理的變分࢖ᔶز一定ᖹ可微（नᮟ），܍പ定
理 2 中 g 的ⴕۥ。዗ݛ可ڝጭ變分࢖ᔶ的㕂঻ F(D)，ᓙࢱ࠷ Sobolev
⍯㒘 W 1,2

0 (D)，ㅙⴁ W 1,2
0 (D) Ⲯ⊠ F(D) ∩ W 1,2(D) ஽一㔜 Sobolev

⍯㒘 W 1,2(D) 中的 closure，⛗ W 1,2(D) ໳ᖹ஽ L2(D) 中，๩஽一㔜უ
微分，ط一㔜უ微分ٛ⦜஽W 1,2(D)中的ዶᙋ࢖ᔶ全㞒 [⵼ Ch. 23 §3]）。ᩅ
ሢ：஽一⠳ Sobolev理論中，W 1,2

0 (D)ᎀ的ᖹ C∞c ≡
{
f ∈ C∞(D) : suppf

⊂ D} ⊂ F(D) ஽ W 1,2(D) 中的 closure。ۑㅙࡑ⍀定⚈，其່ᖹ一ᡤ的
[⵼本章 §7.1 Observation Z]х　

ℨ應的，上ㄻ hypersurface G ࢱ࠷ᓙࣀ

H(D) ≡
{
f ∈ W 1,2

0 (D);

∫
D
fdM = 0

}
. (24)

८：H(D)ٸ 為 G ஽ W 1,2(D) 中的 closure。዗ݛ考ብ extension

(F(D), G) ↪→
(
W 1,2

0 (D), H(D)
)
. (25)

本章前ㄻ的ࡏຨ對 (W 1,2
0 (D), H(D)) 基本上ㇹڍᵂᙋᔔ，㓿٥ℨ㓉⸨言ᅂ
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㘘⸽ᔲ，܍പ஽ F(D) 中考ብ(17)式

Lf = −∆
M
f − ∥B∥2 f = a, (26)

的ⶪ f，Ἡڋᅂ㘘ᔋዖუⶪ (weak solution) f ᮸⿎

I(f, g) =

∫
D

(
Df ·Dg − ∥B∥2 fg

)
=

∫
D
a · g, ∀ g ∈ H(D). (27)

ক܍പ஽ W 1,2
0 (D) 中的值⺾定理ڍᵂᙋᔔ [⵼本章 §6.3，ዶ(7)ڝ式與(8)式

ڝᔋࣀ⠝ዖ⎦；⛗二㔜變分式（(11)式）ܛ

J ′′(0) =

∫
D

(
∥Df∥2 − ∥B∥2 f 2

)
dM = I (f, f) . (28)

對ᕦ unstable cones，዗ڍݛᨣ用 Λ̃−，Λ̃；Λ−，Λ 的⏗⬬。٧່上，പ前
ዶㄻ，ጭ本章ࢱ §5 ዶ談的ࡏຨ，從 C∞-␶‱ᐊॕࢱ Sobolev ␶‱，論ㄻጀ
算୼⺡。ㆼᖹ㔭ᄝ஽ §6-§7 要຋ዖ的ဈۥ。Ἡڋ዗ݛㆦᖹޑ―஽ز算୼⺡的
C∞-␶‱中ⷈ論，஘為ㅙᡤ⍀⍀概念᥾タ⽒ㄨ℥⶗⛗ᖢ⃘ᖧኢ。

定理 3 ╏定 D ⊂Mn，relatively compact，ক R > 0，考ብ

ΛR ≡
{
f ∈ W 1

0 (D); ID (f, f) 6 ط0 ∥f∥L2 < R
}
, (29)

ࣀ ΛR ஽ L2(D) 為▚▼，ٸ८ ∀ {fn} ⊂ ΛR，fn ஽ L2(D) 中ᙋᔈᔿ子序
。ࢦ

⺮ᖢ： ஘ fn ∈ ΛR，I (fn, fn) = ∥Dfn∥2 −
∫
D ∥B∥

2 f 2n 6 0，⇈

∥Dfn∥2 6
∫
D
∥B∥2 f 2n 6 b0 · ∥fn∥2 , b0 > 0, (30)

其中 b0 為 ∥B∥2 ஽▚▼㕂঻ D 中的一個上‏。஘ᤳ

∥fn∥2W 1,2(D) = ∥Dfn∥
2 + ∥fn∥2 6 (b0 + 1) ∥fn∥2 6 (b0 + 1)R2. (31)

  Rellich ▚▼定理（⵼ Ch. 23 §7），ᄢ {fn} ᙋᔈᔿ子序ط，ࢦ其៯㓲
φ ∈ L2(D)。 �
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ᩅⷑ 2 定理 3 中的ᔈᔿ࢖ᔶ φ ஽ᛕٱṉᨥذ，可⺮ᖢ為 C∞。܍പ考ብ
D(t)，… t > e ُᄝ，Λ(t) ᙇ㔭⦯ D(t) ಣ大⛗ಣ大，┷⠋切ⶺ G (D (c))

ᕦ φ ∈ L2(D (c))。ᩅሢ 定理 3 ዶᄢ ΛR 的▚▼性，݀⺮切ⶺ࢖ᔶ φ ᅂ
ᵂ๩஽。ڋক஘ φ জᄢ I (g, g) ஽ G (D (c)) 上的៯值（最小值）， 一⠳
ᢏறފ微分方程的理論，⇈ φ 為 regular，८ φ ∈ C∞(D (c))。

§3 要問題و

考ብ一ᕳㅣ☩ಣ大的 D(t) ⊂ Mn, 0 6 t 6 b。ⷜ p0 ∈ Mn，D(0) 為
p0 ஽ Mn 中的小㈨域хিᗅ஽ D(t) 上考ብ值⺾分ⶪ(7)與(8)式。஽೫ᔶṉ
ᨥذ λk = λk(t) ᖹ㔭⦯ t ⛗ㅣ☩的ذ㓯 [⸋⵼本章 §6 與 §7]。പ前ዶㄻ，
… D(t) 從一㦻 p0 ಣ大ࢱዖ為 extremal domain D(e)，८ λ1 = 0 ᗅ，λk
⃞ > 0。዗ݛⷑ

D(e) = D [λ1 = 0] . (32)

其ᄝ，ࢱ λ2 = 0 ᗅ，ⷑ D(t) 為 D [λ2 = 0]，஽ذ文定理 4 中，዗ݛᙇℶ
ṉ቉的‏⠄ࢱ D(c) ᮸⿎：

D [λ1 = 0] ⊂ D(c) ⊂ D [λ2 = 0] . (33)

ᤳ८஽ D [λ1 = 0] 與 D[λ2 = 0] ُ㒘，ᙇᙋ Jacobi 場࢕Ἡ。ᩅሢ值⺾分
ⶪ(7)與(8)式考ብ的ᖹ┒ⓓ的 Dirichlet ሢ⚈。ؾᙢࣹ上 cmc 曲面㊞要的變
分᝖ٸ，ڦ८ᙢ要᧋㞒積ࢶ㓲 (volume constraint) V = 常ᔶ V0。

要問題و ⷜ D [λk = 0] Ⲯ λk = 0 ᗅ的 D (t)，८ᤳᗅᙋ

λ1 < λ2 6 · · · 6 λk−1 6 λk = 0 6 λk+1 6 λk+2 6 · · · → ∞。 (34)

對ڨ何⠆ᵂᔶ k，ᖹ৐๩஽ Jacobi 場ڌᕦ D [λk−1 = 0] 與 D [λk = 0] ُ
㒘？ٸ८ᖹ৐๩஽ D(t)，܂ D(t) 上ᙋ（㖩㕥的）Jacobi 場，ط

D [λk−1 = 0] ⊂ D(t) ⊂ D [λk = 0]? (35)

其中 t ∈ [0, b)，b ೭大。ذڝ用 tk Ⲯ⊠ D [λk = 0] 的參ᔶ t，ٸ८

D (tk) = D [λk = 0] . (36)
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… D(t) ᨣ t ⛗ಣ大ᗅ，{tk} ໛፻ۥ…܉ Jacobi 場分ۓ的參考架構。

ㅙᖹ本章要⺮ᖢ的و要結ᚵ，٧່上 Jacobi 場的㊞ᔶ (multiplicity) ٛ
與 λk 的㊞ᔶᙋ⠆ᵂ的對應㓉ܪ。

Barbosa-Bérard [B-B] ⺮ᖢ٥ “twisted” eigenvalue λTk 與 Dirichlet
eigenvalue λk（⵼(34)式）ᖹ࢕٬ٶἩ的，ٸ८ λk 6 λTk 6 λk+1, ∀ k。ጭ
的架構中，考ብㆇಣ面域ᕳݛ的結ᚵᔎ஽዗ݛڑ D = {D(t); t ∈ [o, b]} ，
പᚵ⺮ᄢ λk = λk(t) 為ㅣ☩ [⵼ §6 與 §7]，ㆼ㦦᜙ᓅݛڑ的結ᚵ，ٛ可ڝ
໢࢕本章的㇨ک結ᚵ，নᖹ [B-B] ᖹ㖨቉的，ڝؾ┒分析學的方式৬Ἡ，஽
本章(34)式的結ᚵࣀ為動቉的 [與 t ℨ㓉]，ڝط幾何的形式৬Ἡ。ᘼ㓉㏊的
ᖹ：[H-L] 考ብ的 D(t) ط⛗，ন動቉ز D(t) 的 topological type 可ڝᔋ
變；D(t) 本ろᘼᖹㆈ為Ⴔ⚈的 Lipschitz domain。

對ᕦو要問題，዗࠺ݛ用維ᔶ n = 1 的܍子，܉ℶ(35)式പ何৬Ἡ。

܍ 1 ⷜ M 1 = S1 ⊂ R2，考ብ R1
x
#R2，

R1 = T0M
1 =

{
t ∈ R1; t ∈ (−∞, ∞)

}
,

x(t) = eit ∈ S1 ⊂ R2, ∀ t ∈ R1。考ብ Dℓ = {eit ∈ S1; 0 < t < ℓ} ⊂
S1，… ℓ ಣࣹ，Dℓ ಣ大。ⶀٸ M 1 = S1 ⊂ R2 為一維的 cmc 曲面。

(i) ╏定 k，᧋ ℓ，܂ Dℓ = D [λk = 0]：஽ F (Dℓ) 上考ብ前ㄻ stability
operator ஽ n = 1 的特᥈ᇬᨥ，ᄢ：

Lf = −∆
M
f − ∥B∥2 f = −f ′′ − f. (37)

其中 f = f(t), t ∈ (0, ℓ)。⠋ᕦ L 的特徵࢖ᔶ uk ⿎᮸ࣀ

u′′k = − (1 + λk)uk, k = 1, 2, 3, · · · (38)

ຨᖧⷅ算࢕：஽ Dℓ 上

uk = ck sin
(
kπ

ℓ

)
t; λk =

k2π2

ℓ2
− 1, (39)
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⛗ λ1 < λ2 < λ3 < · · · → ∞， 上式 [(38)式]，

λk = 0 iff ℓ = kπ. (40)

஘ᤳ Dkπ = D [λk = 0]。ᩅሢ Dπ 為 extremal domain D(e)，D2π

為⠄‏ṉ቉的 D(c)。஽ Dkπ = D [λk = 0] 上，዗ݛⷑ特徵值 λk = 0

ዶ對應的特徵࢖ᔶ為 u∗k，ࣀ

u∗k(t) = ck sin t. (41)

(ii) ᧋ ℓ，܂ Dℓ 上ᙋ Jacobi 場：ᩅሢ g ∈ F (Dℓ) 為 Jacobi 場 iff

Lg = −g′′ − g = a, 其中 a 為一常ᔶ. (42)

ᩅሢ g(t) = A cos t + B sin t − a 為一⠳ⶪ，ൃزⷜ a = 1。㙜ᵂ
g ∈ G (Dℓ) iff g(0) = 0 = g(ℓ) ط

∫ ℓ
0 gdt = 0。ᖧ⇈ᙋപذ㓉ܪ

ψ(ℓ) ≡ 2− 2 cos ℓ− ℓ sin ℓ = 0, iff Dℓ 上ᙋ Jacobi 場。ᐉ☏ ψ(ℓ) 的
ள形（⵼ள 30.3）。ⷜ ℓ1, ℓ2, ℓ3, · · · Ⲯ ψ(ℓ) = 0 的ⶪ，ࣀ

ℓ1 = 2π ∈ (π, 2π], ℓ2 ∈ ((2.5)π, 3π) ⊂ (2π, 3π],

ℓ3 = 4π ∈ (3π, 4π], ℓ4 ∈ ((4.5)π, 5π) ⊂ (4π, 5π], (43)

ℓ5 = 6π ∈ (5π, 6π], ℓ6 ∈ ((6.5)π, 7π) ⊂ (6π, 7π], · · ·

⏗঻و要問題的猜想(35)式。

(iii)  (36)及 (i)，⇈ tk = kπ, ∀ k = 1, 2, 3, · · ·；⛗  (ii) ⇈ Dℓ 上ᙋ
（㖩㕥的）Jacobi 場 iff ℓ = ℓk ط

tk 6 ℓk 6 tk+1 (44)

 ᕦ維ᔶ n = 1 ᗅ，M 1 = S1 ᖹ੻一的 cmc 曲面，ዶ܍ڝ 1 (44)式，
ۙ⺮٥ n = 1 ᗅو要問題中的猜想 [(35)式]。 �

ᖢ一⠳維ᔶᗅ的(35)式，஽⺮࠺ k = 2 ᗅዖ⎦：
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ள 30.3

定理 4 ஽ D(e) 與 D [λ2 = 0] ُ㒘，๩஽⠄‏ṉ቉的 D(c) [稱ُ為 critical
domain]。ᤳ⠄‏ṉ቉ D(c) 上ᙋ（㖩㕥的）Jacobi 場，طᙋ第一共゠ㆫ‏。

⺮ᖢ： Step 1.  (36)的定⚈，D (t2) = D [λ2 = 0]。஽D (t2)上，λ1 (t2) <
λ2 (t2) = 0，Luk = λkuk, uk ∈ F (D (t2))，k = 1, 2, · · ·。ᤋ⺮：

Λ̃ (D (t2)) ≡ Λ (D (t2)) ∩ G (D(t2)) ̸= {0} . (45)

٧່上，對ڨሢ v = αu1 + βu2 ∈ F (D (t2))，⇈曶 v ∈ Λ (D (t2)) iff
I (v) = λ1α

2 + λ2β
2 6 0。዗ݛ㆚জ α 與 β，܂ β ̸= ط⛗，0

α = −β
∫
D
u2
/∫

D
u1, [ᩅሢ

∫
D
u1 ̸= 0]. (46)

ࣀ
∫
D v = α

∫
D u1 + β

∫
D u2 = 0。ᔒ v ∈ Λ (D (t2)) ∩ G (D(t2)) =

Λ̃ (D (t2))。⇈ Λ̃ (D (t2)) ̸= {0}。

Step 2.  定理 3 中⺮ᄢ

ΛR(D) ≡ Λ(D) ∩
{
f ∈ F(D);

∫
D
f 2 < R

}
(47)

஽ L2(D) 中為▚▼。ࡢ  Step 1，⇈஽ t 6 t2 ᗅᅂᙋ t ᄢ܂ ΛR (D(t))

「切ⶺ」G (D(t))。᜙ᓅ定理 1，其切ⶺ向量 φ ໳ᖹዶ᧋的 Jacobi 場。 �

考ብڋ “twisted” operator L̃[⵼ Barbosa-Bérard [B-B]]；ᩅሢ一⠳܉
⸱，L 的 restriction

L|G(D) : G (D)→ C∞(D) (48)
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ᖹزؾ G (D)→ G (D) 的 operator。ۑᖹപᚵ዗ݛᔋڝ考ብ

L̃g = Lg − 1

|D|

∫
D
Lg, ∀ g ∈ G (D) , (49)

其中 |D| ≡ Area(D)，ࣀ ∀ g ∈ G (D)，可ᄢ∫
D
L̃g =

∫
D
Lg −

(
1

|D|

∫
D
Lg

)∫
D
1 = 0. (50)

其ℨ應的 bilinear form 為

Ĩ (g, f) =

∫
D
L̃g · f =

∫
D
Lg · f = I (g, f) , (51)

∀ g, f ∈ G (D)。ᩅሢ上式中዗ݛ用ࢱ
∫
D f = 0。 (51)式，⇈ L̃ ஽

G (D) 上的 unstable cone為：

Λ(D) ∩ G (D) = Λ̃(D). (52)

㕏ᵂ(50)式中 L̃g ᮸⿎
∫
D Lg = ۑ，0 L̃g

∣∣∣
∂D
一⠳زᙇ⏮ᕦ 0。ዶڝ L

ጭزؾ G (D) ᖮࢱ G (D) 中，ন⇈

L̃ : G (D)→ C∞ (D) . (53)

പᚵጭ℟前ዶⷈ論的ۑ C∞-␶‱ᐊॕࢱ Sobolev ␶‱，ࣀ可ڝ⺮⇈

L̃ : H2(D)→ H0(D) [⸋⵼ §6] (54)

其中 H2(D) 與 H0(D) 為ࢬ序分ܛ G (D) ஽ W 2,2(D) 與 L2(D) 中的
closure。ᩅሢ Hk+1 (D) ஽ Hk (D) 中 dense。ㅙٱ概念ࢱ §6 ᙇᙋ⸋細的
ⶪ⸱。

§4 Morse index 定理

前ㄻ定理 2，其່ᖹ Morse index 定理的特܍，ຄᎀ࢕：…第一個
Jacobi 場࢕Ἡᗅ，☞ُ⛗܉的，ܧᙋ一個 index（標ᔶ）與 Jacobi 場ℨ對
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應。定理 2 的⺮ᖢ，ᖹ㕭要一࡚ٱ㞒的分析學的ጥည。ۑᙋ⿃的ᖹ，᥾ຄ
ㆈ為Ⴔ⚈的、ፌ⼊的 Morse index 定理⺮ᖢ起܉ॴᄙ⑸૔ [⵼ذ文定理 5]。
ㅙᅭ㦦可❪৵？ঈ஘ᖹፌ⼊的 Morse index 定理Ⴢ⎦஽ Ch. 23 值⺾分ⶪ
(spectrum decomposition) 的基礎上面。⛗值⺾分ⶪ定理，㘘ࢮ用ⴛ㕕的分
析學ጀᄢڝ⺮ᖢ。ዶزؾڝᖹጭ問題ፌ⼊ह與ᗢㅹह，ܧ可ڝ「平⃘的」জ
。的࡚㞒問題ࢻᬁڛ

ㅙ໳ᖹᔶ學࡚㞒與ፌ⼊ࡑ⛒ُ㒘的ㄗ⺮㓉ܪ。࡚㞒的定理 2，與ፌ⼊的
Morse index 定理，為ㅙㄗ⺮㓉ܪᐊ٥ܙ一個㊞要⛗ᙋ⿃的܍子。…ᵂ዗ݛ
ٛᅂ㘘≋⸞ λk = λk(t) 對 t ㅣ☩。[⵼ §6-§7]

Ἡ஽዗ڌ܉ݛ┮ፌ⼊的 Morse index 定理。ㅙ個 Morse index 定理的ፌ
⼊形式ᖹ Frid-Thayer [F-T] 的⼼獻。

ⷜ X 為一個 Hilbert ⍯㒘，A : X → X 為 linear, self-adjoint ㅣط⛗
☩，ⷜ

Aek = λkek, (55)

其中 {ek} 為 X 上的一┹ᤲٶ基，⛗

λ1 6 λ2 6 λ3 · · · → ∞. (56)

ⷜ B : X ×X → R 為ℨ應ᕦ A 的 bilinear form，i.e.

B (f, g) = ⟨Af , g⟩, ∀ f, g ∈ X. (57)

ࣀ B 為對稱ؾㅣ☩。പᚵ φ ∈ X ⛗ φ ∈ kerA，ࣀ稱 φ 為一個ፌ⼊的
Jacobi 場，ᤳᗅ Aφ = 0。ㅙℨ…ᕦ

B(φ, g) = 0, ∀ g ∈ X; (58)

理 ᖹ：⢴ Aφ = ࣀ，0 B(φ, g) = ⟨Aφ , g⟩ = 0, ∀ g ∈ X。চㅺ܉，㆚
g = Aφ ∈ X，ࣀ ∥Aφ∥2 = ⟨Aφ , Aφ⟩ = B(φ, Aφ) = 0。ᔒ Aφ = 0。

ⷜ φ ᮸⿎(58)，዗ٛݛ稱 φ ∈ KerB。㙜ᵂ，KerA = KerB。থ一方面，
᮸⿎ B (ek, g) = λk ⟨ek, g⟩, ∀ g ∈ X，ٸࣀ稱 λk 與 ek ᎂ序分ࢬ為 B 的
特徵值與特徵࢖ᔶ，ᤳ᝖ڦ與(55)式⏮߾。
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ᩅሢ…዗ݛ要໛ㅙፌ⼊的架構ᕧ用ᕦ前ㄻ cmc 上的 Jacobi 場ᗅ，዗ݛ
考ብ的 A ᖹ前ㄻ的ࡢز L，⛗ᖹ L̃，ㅙᖹ一個㓉㏊。᜙ᓅ(17)式及(49)式，
cmc 上的 Jacobi 場 φ ໳ᖹ᮸⿎ L̃φ = 0 的ㆼٱ G (D) 中的࢖ᔶ φ。

定⚈ 2 ዗ݛ定⚈ bilinear form B 的 nullity ν 為

ν = dim (ker B) . (59)

ዶڝ nullity ν 其່ᖹዶᙋ「線性ẹ⎦的 Jacobi 場」（ذڝ⑸稱為ẹ⎦ Jacobi
場）的個ᔶ。

থ一方面考ብ unstable cone

Λ− ≡ {f ∈ X; f = 0 ዛ B (f, f) < 0} . (60)

定⚈ 3 ዗ݛ定⚈ B 的 index i = Ind(B) 為

i = dimW, (61)

其中 W 為ब৕ᕦ Λ− 中最大的線性⍯㒘 (linear space)。

定╏ڋ X = X(t) 為一ᕳ㔭⦯ t ㅣ☩ㆇಣ的 Hilbert space，其中 t ∈
[0, b]，⛗طX(t) $ X (s) , ∀ t < s。ጭX(t)ㇹ…ዖX(b)中的 subspace,
∀ t ∈ [0, b]。ⷜ A = A(t) 為 X(t) 上㔭⦯ t ㅣ☩變ह的 self-adjoint,
continuous linear operator，其值⺾ {ek(t), λk(t)} ᮸⿎(55), ，式ࡑ(56)
ط⛗ λk(t)㔭⦯ tㅣ☩ط୼᜜的ذ㓯。ൃزⷜ… t = 0ᗅ，λk(0) > 0, ∀ k。

ⷜ ν(t) 與 i(t) 分ࢬⲮ⊠ℨ應ᕦ B = B(t) 的 nullity 與 index。Frid-
Thayer [F-T] Ⴢ⎦ذ٥ㄻ的 Morse index 定理。

定理 5 (Morse index 定理的ঈ௲)╏定 X(t)與 B(t)പ前ㄻ。對 α, β ∈
[0, b]，⢴ 0 6 α < β 6 b，ࣀ

i (β)− i (α) =
∑

α6t<β
ν(t). (62)
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ᩅሢ上式঱⎶為 t ∈ [α, β) 的 X(t) 中ዶᙋẹ⎦ Jacobi 場的個ᔶ。዗ݛ
ᄙຨᖧ用ঢㄻ܉⺮ᖢㅙ個 Morse index 定理。

ᩅⷑ 3 定理 5 的ᔠㄻ，可ڝন᪴及 B (t)，ᴷ㕭㘞࠺╏定 A (t)。ᤳᗅ
Morse index 定理ڍᵂዖ⎦。

⺮ᖢ：

Step 1. (index) ᩅሢ i(t) Ⲯ dimW (t)，其中 W (t) 為ब৕ᕦ Λ−(t) 中最
大的線性⍯㒘。ۑᖹ Λ−(t) ᎀ：0 㦻ࣹ上᮸⿎

λ1x
2
1 + · · ·+ λjx

2
j + · · · < 0 (63)

的ዶᙋ  f =
∑

k xkek ∈ X(t) ┹ዖ的㕂঻。ㅙⴁ λj = λj(t)。 (56)式⇈
ᙋ s ∈ {0, 1, 2, 3, · · · ܂，{

λ1 6 λ2 6 · · · 6 λs < 0 6 λs+1 6 λs+2 6 · · · → ∞, (64)

८ٸ λs 為࣌⿷ㅺ 0 變ዖ⼺ᔶ的 A(t) 的特徵值。(63)式৭⷟዗ݛ，ⷜ

W (t) = {xs+1 = xs+2 = · · · = 0} ,

८ٸ

W (t) =

{
f =

s∑
k=1

xk ek(t) ∈ X(t); xk ∈ R
}
; (65)

ࣀ
i(t) = dimW (t) = s, (66)

ዶڝ index i(t) Ⲯ⊠ X(t) 中ዶᙋ⼺特徵值 λ1, · · · , λs 的個ᔶ。

Step 2. (nullity)  定⚈ 2 (59)式，⇈ nullity ν(t) 其່ᖹ X(t) 中ዶᙋẹ
⎦ Jacobi 場的個ᔶ。最ᖅ… t = 0 ᗅ， ނⷜ

λk(0) > 0, ∀ k, (67)

⇈：… t = 0 ᗅ，ᨇᙋ（㖩㕥的）Jacobi 場，஘為 Jacobi 場 φ Ⲯዖ：
φ =

∑
k akek ∈ X (0) ᗅ，ᅂ㕭᮸⿎

B (φ, g) = 0, ∀ g ∈ X (0) . (68)
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ᤳᗅۑ B (φ , φ) = λ1a
2
1 + λ2a

2
2 + · · · > 0。Ἡڋ… t ಣ大，܍പ஽

λ1(t) = 0 ᗅ，࢕Ἡ一個 Jacobi 場 e1(t)，ᤳ஘

B (t) (e1 (t) , g) = λ1 (t) ⟨e1 (t) , g⟩, ∀ g ∈ X (t) , (69)

☞⛗… λ2(t) = 0 ᗅ，ক࢕Ἡ第二個ẹ⎦的 Jacobi 場 e2(t)，ᤳ஘

B (t) (e2 (t) , g) = λ2 (t) ⟨e2 (t) , g⟩ = 0, ∀ g ∈ X (t) . (70)

പᤳ⺮⇈：… t ಣ大ࢱ：λk(t) 變ዖ

λ1 6 λ2 6 · · · 6 λs 6 0 < λs+1 6 λs+2 6 · · · → ∞. (71)

的ᡤ子ᗅ，ᙃ࢕Ἡㅺ的ẹ⎦ Jacobi 場◭個ᔶᖹ s 個。ᐓত⸉⸱，዗ݛᄢ⇈：

i(t+) = s =
∑

06t<t+
ν(t), (72)

其中 t+ = t+ ε Ⲯ⊠᥾ t 大微量 ε > 0 的ᔶ，஘為… t ಣࣹ一㦻㦻變ዖ t+

ᗅ，λs(t+) > λs(t)，ᔒ(64)式ዖ⎦。[஽ §6 ዗ݛ໛⳽⺮ λk(t) ୼᜜ذ㓯。]

Step 3.  (72)式，考ብ 0 6 α < β 6 b，㙜ᵂዶ᧋(62)式ዖ⎦。 �

ᩅⷑ 4 定理 5 的ނⷜ「λk(0) > 0, ∀ k」，٧່上可زڝ用，஘為⺮ᖢ中
Step 2 (72)式㕏ᵂ㕭要ㅙނⷜ，ۑᖹ Step 3 中考ብࢱ i (β)− i (α) ᗅ，ㅙ
。᝭，⛗ㅖᄢ(62)式ؽڝⷜ可ނ

ᩅⷑ 5 (56)式的ໍ法，⠆ᵂጭ特徵值的㊞ᔶⷅ算஽܍。ࡏപ λ1 < λ2 =

λ3 < λ4 6 λ5 6 λ6 · · ·，Ⲯ λ = λ2 = λ3，ࣀ特徵值 λ 的㊞ᔶ為 2，其ℨ
應的特徵࢖ᔶ構ዖ 2 維的࢖ᔶ⍯㒘：

{f = ae2 + be3; a, b ∈ R} . (73)

ⷈ論(64)，(71)ࡑ式ᗅ，λs � λs+1。ㅙᖹ⠆ᵂ的，஘為特徵值ℨি的特徵
ᔶㇹ一起༜ᕦ࢖ W (t)，ዛ一起ز༜ᕦ W (t)；িᡤ的，特徵值為 0 的特徵
ࡎᔶ，ٛ一起算࢖ kerB 中。
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§5 cmc 曲面上 Jacobi 場的分ۓ

Ἡڋ዗܉ݛ஖⏸本章的و要問題。

╏定 Rn+1 中的 cmc 曲面Mn。對ᕦ዗ݛዶ考ብ的ㆇಣ domain D(t) ⊂
Mn，0 6 t < b，዗ݛᅂ㘘݀⺮ L 的特徵值 λk(t) 對 t ᖹㅣ☩（⵼ذ文
܍ 2）；িᗅ዗ݛဝᙗ D ≡ {D(t); 0 6 t < b} 的定⚈ब৕一ٱ應⸊考ብ的
ṉᨥ（പذ文܍ 3）。

܍ 2 考ብ最⑸૔的ᇬᨥ，D(t)࠺ ⊂ R1。ⷜ

D(t) ≡ D−(t) ∪D+(t), 0 6 t < 1, (74)

其中 D−(t) = ॐ㒘 (−π, π (t− 1)) , D+(t) = ॐ㒘 (π (1− t) , π)。ক定
⚈ D (1) = (−π, π)，஽ㅙṉᨥذ，Lf = −∆

M
f − ∥B∥2f = −f ′′。…

0 < t < 1 ᗅ，⇈

u1(x) =


sin 1

t
(x− π (t− 1)) , … x ∈ D−(t),

sin 1

t
(x+ π (t− 1)) , … x ∈ D+(t),

(75)

為 L(t) ஽ D(t) 上的第一特徵࢖ᔶ，⛗ℨ應的第一特徵值λ1(t) = 1/t2。ۑ
… t = 1 ᗅ，u1(x) = cos (x/2) ᔶ，其ℨ應的第一特徵࢖為第一特徵ࣀ
值λ1(1) = 1/4。ᄢ

lim
t→1−

λ1(t) = 1 ̸= 1

4
= λ1 (1) . (76)

ᤳ८，λ1(t) 對ᕦ t 。☩ㅣزؾ

܍ 3 ⷜ M 2 = {(x, eiy); x, y ∈ R1} ⊂ R1 × S1 為 R3 中的றᛰ面。ⷜ
p0 = (0, 1) ∈M 2, D(0) = {p0}，D(t) 為 M 2 上ڝ p0 為றᅁ，ڝ t 為क़
ᄟ的測地ற℗，0 6 t < π。… t = π ᗅ，D(t) ஽ −p0 ㆼ一⎶㦯঻，ᤳᄝ
（८ t ☞☩ಣ大），D(t) 為㇨分㊞′的測地ற，নᖹ໳其፞ᒫ܉⸱，஽ M 2

上，D(t)တዖ為「⏷ṉ (cylindric)」，⵼ள 30.5。㕏ᵂ஽ t > πُᄝ，D(t)
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ள 30.4 ள 30.5

的፞ᒫတᔋ變，ط其ㆫٛ‏㖩「नᮟ (smooth)」，ۑ λk(t) ᵂ對ڍ t ㅣ☩。
ㅙṉᨥᖹ值ᄢ᫊⧿஽዗ݛ定⚈ذ的ㆇಣᕳ D = {D(t) ⊂M 2; t ∈ [0, b)}。

定⚈ 4 ⷜ Mn # Rn+1 為 cmc 曲面。考ብ D = {D(t) ⊂ Mn; 0 6 t 6
b}，其中᥺一個 domain D(t) 為 relatively compact；ক p0 ∈Mn，D(0)

為 p0 㦻的一個小㈨域，ط

s < t⇒ D(s) $ D (t) , (77)

዗ݛ要᧋ D(t) 為 C∞-變形 (smooth deformation)，ᤳ८，對ڨሢண定
t ∈ [0, b]，ᙋ

D(t) = ξ(Ω× t), (78)

其中 D(t) Ⲯ D(t) ஽ Mn 中的 closure，⛗ ξ : Ω × [0, b]
C∞−→ Mn，Ω̄

為 n 維 C∞-流形，其ㆫ‏ ∂Ω ط，▼▚ ξ|Ω×t 為 diffeomorphic into.。
ᤳᗅ稱 D 為 C∞-ㆇಣ面域ᕳ (smooth continuum)，⑸稱 C∞-ㆇಣᕳ
(smooth continuum)。

ᩅሢ܍ 2 與 3 ㇹزᖹ C∞-ㆇಣᕳ，本␴ §5 ዗࠺ݛⷈ論為 C∞-ㆇಣᕳ。
ࢱ ㅩ一步考ብᘼ一⠳的ࡢ，7§-6§ C0-ㆇಣᕳ，用܉᫊⧿܍ߠ 3 ㅙ⍀可ڝᔋ
變 D(t) ፞ᡬ的ᗢㅹṉᨥ。

Ἡ஽዗ݛ要ࢮ用 λk(t) 對 t 的ㅣ☩性及其୼᜜ذ㓯的性⽵ [§6 ᙇᙋ຋ᔲ的
⺮ᖢ]，ࣹ上 Morse index 定理，܉஖⏸ §3 的و要問題。

對ᕦ Mn 上╏定的 C∞-ㆇಣᕳ D = {D(t); 0 6 t 6 b}，考ብ L ஽
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D(t) 上的特徵值 λj = λj(t)，

λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · → ∞, (79)

Luk = λkuk，uk = uk(t) ∈ F(D(t)) 為ℨ應的特徵࢖ᔶ。ڋ㊞┹ (re-
group) {λj}，ᔋໍዖ

λ̄1 < λ̄2 < λ̄3 < λ̄4 < · · · → ∞, (80)

其中 λ̄k ᄏᤳℨ․，⛗ λ̄k 的㊞ᔶ (multiplicity) 為 mk = mk(t)。

為᧋ⓘ≋，዗݆ݛᔋ第 §3，(36)式的⏗⬬，܂ tk ∈ [0, b) Ⲯ

D (tk) = D
[
λ̄k = 0

]
, (81)

…：८ٸ t ಣ大，λ̄k(t) ㅣ☩⛗ط୼᜜ذ㓯，… λ̄k(t) = 0 ᗅ的 t，໳ⷑ為
tk。८

λ̄k (tk) = 0. (82)

ㅙᡤ一܉ tk ٛᄏᤳℨ․，⛗৬ 0 < t1 < t2 < t3 < · · ·。዗ݛ໛ڝ
t1, t2, t3, · · · ⷈ論ᷨۥ Jacobi 場࢕Ἡ的參考ႃ標：

ⷜ D (tk) 上ℨ應ᕦ λ̄k (tk) = 0 的特徵࢖ᔶ為

uk,1, uk,2, uk,3, · · · , uk,mk
. (83)

其中 uk,j 為（ᄏᤳ）線性ẹ⎦ (linearly independent)，mk Ⲯ其㊞ᔶ。ক
Ⲯ

nk = m1 +m2 + · · ·+mk. (84)

對ڨ何 t ∈ [0, b]，Ⲯ ℓ ܂

λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · 6 λℓ < 0 6 λℓ+1 6 · · · → ∞, (85)

其中 λj = λj(t), ∀ j = 1, 2, 3, · · ᙋࣀ，·

i(t) = ℓ. (86)
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ᩅሢ ℓ = ℓ(t)。

ⷜ t+k = tk + ε，其中 ε > 0 為微小量。ຨᖧℶ࢕… t = t+k ᗅ，ᙋ：

λ1 < λ2 6 λ3 6 λ4 6 · · · 6 λnk < 0 < λnk+1 6 λnk+2 6 · · · → ∞,
(87)

其中 λj = λj(t
+
k ), ∀ j。ㅙ໳ᖹ⸱，… t 從 0 㒐൜，ಣࣹࢱ t+k ُᗅ，ㅣ☩

 ᤲᔶ⿷ㅺ 0 變ዖ⼺ᔶ的特徵值（ز一定ℨ․），◭共ᙋ nk 個。

定理 6 ╏定 cmc 曲面 Mn # Rn+1 及 Mn 上一個 C∞-ㆇಣ面域ᕳ D =

{D(t) ⊂Mn}。ⷜ i(t) 與 ĩ(t) ᎂ序分ࢬ為 L ஽ F(D) 上，與 L̃ ஽ G (D)

上的 Morse index，其中 L 與 L̃ 定⚈പ(3)式與(49)式，ࣀ

i(t)− 1 6 ĩ(t) 6 i(t), ∀ t ∈ (0, b]. (88)

ᩅⷑ 6 文ذ…⛗ [Gk] ዖ⎦ᗅ，ز㕛໢ᄢ：

ĩ(t+k ) = i(t+k )− 1 = ℓ− 1. (89)

ᤳ ℓ = ℓ(t+k ) = nk，പ(85)、(87)ࡑ式ዶ╏定。

[Gk]：對ᕦ஽ D(tk) 上的 L，๩஽ℨ應ᕦ特徵值 λ̄k（ዛⷑ λnk）的特徵
ᔶ࢖ uj，܂

∫
D(tk)

uj ̸= ८ٸ，0 uj /∈ G (D(tk))。

ள 30.6杄三⍀ᇬᨥ
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定理 6 與ذ文و要定理（定理 可ᕧ用஽ٸ，（7 Sobolev ⍯㒘 W 1
0 (D(t))

上。

定理 6 的⺮ᖢ

Step 1.   index 的定⚈(61)式，⇈

i(t) = dimW ; ĩ(t) = dim W̃ . (90)

其中 W 與 W̃ 分ࢬ為ब৕ᕦ Λ−(t) 與 Λ̃−(t) ≡ Λ−(t) ∩ G (D) 的最大線性
⍯㒘。ۑ W̃ ⊂ W，ᔒ ĩ(t) 6 i(t), ∀ t ∈ [0, b)。ᤳ८(88)式ُᄝक़㇨。থ
外， 定⚈⇈，Λ−(t)   0 㦻與ዶᙋ f = a1u1 + a2u2 + · · · ∈ F(D(t)) ┹
ዖ，其中

I(f) = λ1a
2
1 + λ2a

2
2 + · · ·+ λℓa

2
ℓ + · · · < 0. (91)

ⷜ Wℓ ≡ linear span⟨{u1, u2, · · · , uℓ}⟩，㙜ᵂ Wℓ ⊂ Λ−(t)。

Step 2. Λ−(t) 中ڨ何最大線性⍯㒘 V 㘘ब৕ Wℓ，஘ᷨ V 與 Wℓ 的
linear span ᵂब৕ᕦڍ Λ−(t)。ዶڝ⺮ᖢ Wℓ 為஽ Λ−(t) 中的最大性
(maximality)，ܧ⇈ i(t) = ℓ。理 ᄙ℥Ꮽ曶ނⷜ Wℓ ஽ Λ−(t) 中زᖹ最
大，ࣀ๩஽ h = h1u1 + h2u2 + · · · /∈ Wℓ ᄢ܂

g + h ∈ Λ−(t), ∀ g ∈ Wℓ. (92)

㆚ڋ g = −h1u1 − · · · − hℓuℓ，ࣀ

g + h = hℓ+1uℓ+1 + hℓ+2uℓ+2 + · · · ̸= 0, [஘ h /∈ Wℓ],

⛗ᄢ I (g + h) = λℓ+1h
2
ℓ+1 + λℓ+2h

2
ℓ+2 + · · · > 0，ㆁচ(92)式，ᄢ⇂ℭ。

ᔒ Wℓ 為 Λ− (t) 中的最大線性⍯㒘，⛗⇈ i (t) = dimWℓ = ℓ。

Step 3. ᩅሢ஽ D (t) 上，u1 > 0, ∀ t > 0，஘ᤳ
∫
D u1 ̸= 0，८ u1 /∈

G (D(t))，⛗ط Wℓ ̸⊂ G (D (t))，其中 ℓ = ℓ (t) , ∀ t > 0。዗܉ݛⴕۥ
Wℓ 中的ᛕ hyperplane V，܂ V ⊂ Λ̃− (t) 中。考ብ

g = a1u1 + a2u2 + · · ·+ aℓuℓ,
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其中 a2, a3, · · · , aℓ ⛗，ሢڨ

a1 =

(
−a2

∫
D
u2 − · · · − aℓ

∫
D
uℓ

)/∫
D
u1, (93)

ࣀ
∫
D g = 0，८ g ∈ G (D (t))。ᔒ g ∈ Λ̃− (t)。ⷜ V 為ዶᙋㅙٱ g 的

全㞒，ࣀ dimV = ℓ − 1, V ⊂ Λ̃− (t)。஘ᤳ ĩ (t) > dimV = ℓ − 1 =

i (t)− 1。⺮ᄢ(88)式。

定理 7 ᨣ用定理 6 的⏗⬬。考ብ஽ D (t) 上的 Jacobi 場，t ∈ [0, tk]。其
（線性）ẹ⎦的◭個ᔶⷑ為 µ [0, tk]，ࣀ

nk − 1 6 µ [0, tk] 6 nk. (94)

ক… [Gk] ዖ⎦ᗅ，ᙋ
µ [0, tk] = nk − 1. (95)

⺮ᖢ： 對 t ∈ [0, b)，考ብ(85)式， 定理 6，⇈ i (t) = ℓ，ط ℓ − 1 6
ĩ (t) 6 ℓ。 ᕦ λj = λj (t) 對 t ᖹㅣ☩的，… t 從 0 ಣࢱ tk，λj(t) ㆇᬔ
⛗⿷ㅺ 0，變ዖ⼺ᔶ，iff j = 1, 2, · · · , ℓ。ڋ考ብ t = tk，ࣀ

ℓ = i
(
t+k
)
= m1 +m2 + · · ·+mk = nk, (96)

ᔒ
nk − 1 6 ĩ

(
t+k
)
6 nk. (97)

໛ Morse index 定理的ঈ௲，ٸ८定理 5 [⵼ذ文ᩅⷑ 7] ᕧۥ஽ L̃ :

G (D) 99K G (D) 上，⇈

µ [0, tk] =
∑

06t6tk
ν̃ (t) =

∑
06t<t+k

ν̃ (t) = ĩ
(
t+k
)
, (98)

其中 t+k ⿎೭Ꮽㄨ tk。঻۸上ࡑ式，८(97)與(98)，ᄢ⇈(94)式ዖ⎦。ڋ…
[Gk] ዖ⎦ᗅ， 定理 6 及(98)式，⎦८⺮ᄢ(95)式。 �
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ᩅⷑ 7 文ذ §6 中዗ݛ໛ጭ定理 5 Morse index 定理的ঈ௲݆ᔋ為定理 9，
ㆎ用ᕦ定理ڝຄ可܂ 7 與㔭ᄝو要定理（定理 8）的⺮ᖢ，ؾ稱定理 9 為
「Morse index 定理的 cmc 形式」。

ᩅⷑ 8 ஽ C∞-␶‱中，ጭ定理 5 ᕧۥ஽ L̃ 上的一個஠㕛ᖹ：G (D) ؾ
㖩 Hilbert，⛗ط對 t < s，஘ D(t) ⊂⊂ D(s) 的ނⷜ，G (D(t)) ̸⊂
G (D(s))，ዶزڝ⏗঻定理 5 中 X(t) ⊂ X(s) 的要᧋。ⶪ᧲ㅙ個஠
㕛的方法，িᡤᖹᐊॕࢱ Sobolev ␶‱，ᔋڝ考ብ一㔜 Sobolev ⍯㒘
Ht ≡ H (D (t))。ㅙᗅܧᙋ Ht ⊂ Hs，⛗ط可ڝጭ Ht 全ℶዖ Hb 的子
⍯㒘，∀t 6 b。ㅙᡤ一܉，ᤳ前஽ C∞-␶‱中ᙋٱᘧᖴ的‸㦻໳變ᄢ୼⺡
(rigorous)，⛗ᨇᙋὦ⁊٥。

定⚈ 5 ╏定ॐ㒘 I ⊂ [0, b]，考ብ஽ D(t)上࢕Ἡ的ẹ⎦ Jacobi場，t ∈ I，
Ⲯ其◭個ᔶ為 µ(I)。ㅙⴁ的「ẹ⎦」，ᖹ「線性ẹ⎦」的⑸稱。⃞ذڝি。

ᩅⷑ 9 為٥考ብ µ(I), I ⊂ [0, b]，ዶ⹴஽ D(t) 上為線性ẹ⎦的 Jacobi
場，t ∈ I，ᅂ㘘༜ᕦি一個࢖ᔶ⍯㒘中，µ(I) ጀ❪ᬐ៘定⚈。஽ذ文 §6-
§7 中዗ݛ໛考ብ Sobolev ⍯㒘 W 1

0 (D(b))。對ᕦ D(t) 上的 Jacobi 場 u，

⢴ t < b，ࣀጭ u ℶዖ W 1
0 (D(b)) 中的 Sobolev ܂，ᔶ࢖ u ஽ D(t) 外‏

（८ D(b)−D(t) 上），জ值為 0。

Ἡڋ஖܉⸱ᖢ D(t) 上的 Jacobi 場஽ t サ上的分ۓ。஽ㅙⴁ，዗ݛጭ
t1, t2, t3, · · · ᖢ⸱܉，參考㦻ۥ… D(t) 上的 Jacobi 場஽ t サ上的分ۓᇬ
形。ذڝ的結ᚵᖹ܍ 1 及ள 30.3 ஽二維ڝ上的ᏯႴ，ٛᖹ本章的و要定
理：

定理 8 (Huang-Lin) ⷜ Mn # Rn+1 為常均曲率曲面（cmc hypersur-
face）。考ብ D = {D(t) ⊂ Mn; 0 6 t 6 b} 為一 C∞-ㆇಣᕳ。΅ዛㅩ一步
為ذ␴ §6 ८໛定⚈的 C0-ㆇಣᕳ [⵼定⚈ 11]。╏定 k > 1，๩஽ domain
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D(t)，其上ᙋ（㖩㕥的）Jacobi 場，܂ᄢ

D[λk−1 = 0] ⊂ D(t) ⊂ D[λk = 0]. (99)

ᘼ᭬≋的⸱，考ብ஽ D(t) 上࢕Ἡ的ẹ⎦ Jacobi 場，其中 t ∈ [tk−1, tk]，

其◭個ᔶࣀ µ[tk−1, tk] ᮸⿎：

0 < mk−1 +mk − 1 6 µ[tk−1, tk] 6 mk−1 +mk + 1. (100)

ᩅሢ… k = 1, µ[0, t1] = 0。ㅙو要定理ㅩ一步對ᘼႴ⚈的 C0-ㆇಣᕳ
[⵼ §6 定⚈ 11] 。⎦ᵂዖڍ

定理 8 ⢴ন⬦理 C∞-ㆇಣᕳ，ᇬᨥ⑸૔ᄢ೫。஘為 C∞-ㆇಣᕳ中的
domain D(t) ُㆫ‏為 smooth，⛗طᄏᤳ diffeomorphic，∀ t ∈ [0, b]。

用ࢮ Frid-Thayer [F-T] ዶჂ⎦的 Morse index ፌ⼊形式，ز㕛ᄢࢱ定
理 8 ஽ C∞-ㆇಣᕳᇬᨥᗅ的⺮ᖢ。⠋ᕦ，對ㅩ一步的 C0-ㆇಣᕳ，定理 8 ⬦
理起܉໳ㆈ為ⴛ㕕。其່ㅙᖹ本章的論⺮஽ጥⲢ上タ⡣㋯的地方，஘為
(i) D(t) deformation 的ㅺ程ᅂ㘘㖩常⺊⍬；(ii) D(t) ᖹႴ⚈的 Lipschitz
domain，⬦理起܉ⴛ㕕ᄢ೫；(iii) D(t) 的 topological type 可ڝ㔭 t ⛗
變，ㅙ܂ᄢ stability operator L 與 L̃ 的特徵值要㔭 t ㅣ☩，變ዖ٥一個ℨ
… non-trivial 問題。ㅙٱ໛஽ §6 與 §7 中ቛቛ⬦理，Observation Z 與引
理 A ᖹ㓉㏊ዶ஽。ㅙٱဈۥ຋ዖ，တࢱ本張⸊結ᚉ的地方，༁ᗅ定理 8 ጀ
⺮ᖢ຋全。

⺮ᖢ： ໛定理 5（८ Morse index 定理的ঈ௲）ᕧ用஽ L̃ 上，其中 D =

D(tk)。ᄢ

µ[tk−1, tk] =
∑

t∈[tk−1,tk]

ν̃(t) =
∑

t∈[tk−1,t
+
k )

ν̃(t) = ĩ(t+k )− ĩ(tk−1), (101)

其中 t+k > tk，ط೭Ꮽㄨ tk。ۑ 定理 7 及(97)式，⇈ nk − 1 6 ĩ(t+k ) 6
nk，ক nk−2 − 1 6 ĩ(tk−1) 6 nk−2。ᔒ

µ[tk−1, tk] 6 nk − (nk−2 − 1) = (mk−1 +mk) + 1. (102)

ᤳ८(100)式的঱زޥ⏮式。ি理可ᄢ其ဉزޥ⏮式。 �
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ᩅሢ λ(t) 與 λ̃k(t) 對 t ㅣ☩，⛗ط୼᜜ذ㓯，ㅙ٧່ٱ的⺮ᖢ，ᖹㅙ
個و要定理 8最஠㕛的㇨分，ٛᖹ本章最⡣㕛的᜘ᅁဈۥх上ㄻ⑸短的⺮ᖢ
㘞ނ࠺定ㅙ٧່ٱዖ⎦。⠋ᕦㅙ٧່ٱᖹ৐ዖ⎦？ڂ㦦ᗅݣዖ⎦？㔭ᄝ໛஽
§6 與 §6 。析࣊細ڏ

ᩅⷑ 10 與定理 8 的⺮ᖢি理，ᖧ⇈

mk − 1 6 µ(tk−1, tk] 6 mk + 1, (103)

mk−1 − 1 6 µ[tk−1, tk) 6 mk−1 + 1, (104)

ط
mk − 1 6 µ(tk) 6 mk + 1, (105)

ㅙⴁ µ(tk) ≡ µ({tk})，Ⲯ஽ D(tk) 上的ẹ⎦ Jacobi 場的◭個ᔶ。

與定理 8 的⺮ᖢিᡤ的ዿ法，ຨᖧ⺮ᖢࡑࢦذ個ⲟ理：

ⲟ理 1 ╏定 k > 1，஽ (tk−1, tk) 上最೫নᙋ一個 Jacobi 場，ᤳ८

µ(tk−1, tk) 6 1 (106)

ⲟ理 2 ╏定 k > 1，ⷜ஽ D(tk)上的ẹ⎦ Jacobi場，其個ᔶ µ(tk) > mk，

஽ࣀ (tk−1, tk) ∪ (tk, tk+1) 上ᨇᙋ Jacobi 場，ᤳ८

µ((tk−1, tk) ∪ (tk, tk+1)) = 0 (107)

஖㙘 §3 ܍ 1，८ dimM = 1 的ᇬᨥ，定理 8 及其ᄝ的ⲟ理 1 與 2 ㇹ
ᤲ≋ᴷ⸬，⹇ℶள 30.3，ㅙᡤ的結論一℟↣ᵂ。ᩅሢ其中 ℓ1, ℓ2, ℓ3, · · · ⏮
८為 Jacobi 場࢕Ἡ的ۖ♝。஽ [H-L] 中，዗ݛㆦ可ڝℶࢱ二維的܍子。

§6 Sobolev 架構

對ᕦᤳ前஽ smooth 架構中Ꮺⷈ的問題，዗ݛ໛ጭຄݛᓙࢱ࠷ Mn 上的
“Ⴔ⚈” Lipschitz domain D(t) ُ上ওⷈ論，ؾিᗅ⬦理其上 Sobolev 變分
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⚈ᔶ。考ብ「Ⴔ࢖ Lipschitz domain」的ഥ⬦ᖹ D(t) 的 topological type
可ڝ஘ t ⛗ᔋ變，ዶڝ㔭⦯ t ಣࣹ，D(t) 向ۈস⍀形式ڝ❫ Mn 的ㆈ方ㅹ
及大域。

§6.1 (C0-ㆇಣᕳ)

╏定 Mn 中的一個 domain D。ⷜ f ∈ L2(D)，其一㔜უ微分 Df ๩
஽ط ∈ L2(D)，稱 f 為┹ዖ W 1,2(D) 的 Sobolev ᔶ。考ብ࢖ F(D) 與
G(D) ᓙࢱ࠷ W 1,2(D) 中的ࡑ個 subspaces

E(D) := F(D) ∩W 1,2(D) ஽W 1,2(D) 中的 closure,

H(D) := G(D) ∩W 1,2(D) ஽W 1,2(D) 中的 closure,
(108)

其中 F(D) 與 G(D) 的定⚈പ本章 §1, (1)式。ㅙᡤ的ᓙ܂，࠷ᄢ዗ݛ
❪ጭ᷷ᥦनᮟ (piecewise smooth) 的࢖ᔶ，പ定理 2 中的 g 與 ψ，┋
ᔶ的␶ய。থ一個㙜ᵂ的ഥ⬦ᖹ：E(D)࢖變分ࡎ 與 H(D) 為 Hilbert
⍯㒘，஘ᤳ຋޺性 (completeness) 可ڝ⠆ 運用。ᘼㅩ一步，對ᕦㆇಣ
ᕳ D ≡ {D(t) ; 0 6 t 6 b} [⵼定⚈ 9]，዗ݛ可ڝጭ H(D(t)) 中的࢖
ᔶ u，ℶዖ஽ H(D(b)) 中，方法ᖹጭ u 的定⚈域ᓙࢱ࠷ D(b) 上，⛗஽
D(b)−D(t) 上জ u 值全⏮ᕦ 0。用ㅙᡤ的⶛㦻，ዶᙋ D(t) 上的變分࢖ᔶ
ㇹ可஽ H(D(b)) 中一起考ብ，ㅙᙇ܂዗ݛ的ⷈ論方ܧᄢ೫。܍പ unstable
cone ‹Λ = ‹Λ(D(t)) 㔭⦯ t ಣࣹ⛗ r「ᯡ大」，ㅙত⸉的定⚈໳變ᄢᖢ≋。ক
…പ܍ r > t，D(t) 上的 Jacobi 場，可ڝℶዖ H(D(r)) 上的࠵┞，ㅙᡤ
。ᡣⓜࡢز㔭ᄝℨ㓉的⸨言ݛᄢ዗܂ٛ

為٥␴℮篇ဿ，本章ذ文዗ݛ໛⠆ ⑸ह⏗⬬，പ G ≡ G(D)，E ≡
E(D)，H ≡ H(D)，Ht ≡ H(D(t))，Λt ≡ Λ(D(t))，Ht ⊂ Hb, . . .。

定⚈ 6 Rn 中一個 simple domain U，ሢᎀ Rn 中一個與 n-ball {x ∈
Rn ; |x| 6 1} 可微ি構 (diffeomorphic) 的 open set。一個 Lipschitz
simple domain (U,Γ, V ) ᖹ一個 simple domain U，ፌ⼊的㓫ࣹ Γ ⊂ ∂U，

Γ = {(x, u(x)) ∈ Rn ; x ∈ V }, (109)
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㓫ࣹؾ Hn−1 中的一個與 (n − 1)-ball 可微ি構的 open set V，其中
u = u(x) 為 Lipschitz ᔶ，Hn−1࢖ 為 Rn 中的一個 hyperplane。

定⚈ 7 Mn 上的一個 domain D 為 relatively compact，ሢᎀ D ஽ Mn

中的 closure D 為 compact。…዗ݛ⸱，D ᖹ一個Ⴔ⚈的 (generalized)
Lipschitz domain，ሢᅻᖹ ∀ p ∈ ∂D，p ᙋ Mn 中的௕標㈨域 (Ũp, φ)，

其中 φ 為 Ũp 上的 coordinate map，܂ᄢ

(i) D ∩ Ũp =
∪
{U1, U2, . . . , Uγ}，⛗᥺個 Uj ㇹፌ⼊的㓫ࣹ Γj ⊂ ∂Uj ∩

∂D；

(ii) ∀ j = 1, 2, . . . , γ，(U ′j,Γ
′
j, V

′
j ) ┹ዖ一個 Rn 中的 Lipschitz simple

domain，

其中 U ′j := φ(Uj)，Γ′j := φ(Γj)，⛗ V ′j 為ࣀ Rn 中ᛕ hyperplane Hn−1
j

的 open set。

ள 30.7

஽ذ文中，዗ݛ╱常ጭ (U ′,Γ′, V ′) ㅚ  φ 的 pull-back (U,Γ, V ) ⶀ為
Mn 上的一個 Lipschitz simple domainх஽定⚈ 7 中，዗ݛㆦ要᧋：

(iii) 可ڝজ Lipschitz 常ᔶ L > ຄ與܂，0 p ∈ ∂D ᴷ㓉。

ᘼ᭬≋的⸱，๩஽常ᔶ L > ᄢ܂，0 |u(x) − u(y)| 6 L · |x − y|，其中
x = φ(p)，y = φ(q)，∀x, y ∈ V ′。
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 ᕦMn中的metricᅂ㘘Ⳝࡎࢦ考ብ，዗ݛ可ڝ⵽定 φ = Exp−1 : Ũp →
TpM，其中 Exp 為Mn ஽ p 㦻的 exponential map。஘ᤳ V ′ 上的 metric
|x− y|   V ′ ⊂ Hn−1 ⊂ TpM = Rn ዶ‏定。ٛ஘ᤳ (iii) ዶ⵽定的᝖ڦᖢ
≋。

為٥⑸ह⸨言，ذڝ໛„Ꮥ “Ⴔ⚈的” ㅙ個๨⅖，ㅖ稱 generalized Lip-
schitz domain 為 Lipschitz domain。ߠ Mn 中的 D ዛ D(t)，ㇹⶀ為
(generalized) Lipschitz domain。

Ἡ஽܉定⚈ Mn 上的 C0-ㆇಣᕳ D。

定⚈ 8 ⷜ X 為一個 metric ⍯㒘，K ⊂ X 為 relatively compact。╏定
常ᔶ α > 0，定⚈ K 的 α-tubular ㈨域為

Kα := {x ∈ X ; d(x,K) 6 α}. (110)

對ᕦ X 中ࡑ relatively compact 子㕂 K 與 L，定⚈ Hausdorff ⿮㕚 dH

為
dH(K,L) = inf{α > 0 ; K ⊂ Lα ط L ⊂ Kα}. (111)

定⚈ 9 ╏定 D ≡ {D(t) ⊂ Mn ; t ∈ [0, b]}，其中 D(t) 為 Lipschitz
domain。പᚵ

s < t =⇒ D(s) $ D(t), ∀ s, t ∈ [0, b]. (112)

዗ݛ⸱ D ᖹ一個 Mn 上的ㆇಣ面域ᕳ，⑸稱ㆇಣᕳ。

定⚈ 10 ╏定一個ㆇಣᕳ D。⢴ ∀ ε > 0，๩஽ δ > 0 ᄢ܂

|s− t| < δ =⇒ dH(D(s), D(t)) < ε, (113)

其中 s, t ∈ [0, b]，዗ݛ稱 D 為對 Hausdorff ⿮㕚 dH ㅣ☩，ዛ⑸稱 D 為
Hausdorff-ㅣ☩。

本章中，D ⃞Ⲯ D ஽ Mn 中的 closure。
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定⚈ 11 ╏定 D 為一ㆇಣᕳ。പᚵ ∀ t ∈ [0, b]，

∂(D(t)) = ∂(D(t)), (114)

ᘼط
D(t) =

∪
s<t

D(s), D(t) =
∩
r>t

D(r), (115)

዗ݛ⸱ D 為對 t set-continuous，ᤳᗅٛ稱 D 為一個 C0-ㆇಣᕳ (C0-
monotone continuum)。ذڝ዗ݛ╱常考ብ初൜的ṉ቉ D(0) 為Mn 上ᛕ個
p0 㦻的一個小㈨域，ᤳ�ㅙ㈨域 D(0) 為 subextremal。ۑㅙᡤ的考ብؾ㖩
ᅂ要。ᩅሢ(114)式⏮߾ᕦ IntD(t) = D(t)，其中 Int ᎀࡏ㕂 (interior)。

஽ §7 中，዗ݛ໛⺮ᖢ set-continuity ⫲᫊ (imply)“Hausdorff ㅣ☩”，
চㅺزࣀ܉ᵂ。其⺮ᖢတ৕ᕦ引理 A細▼的⺮ᖢُ中。চࣀ܍參考஽ §7.1中
幾個㓉㏊的܍子。

ⷜ D ⊂Mn 為 Lipschitz domain，⛗ W k,2(D) Ⲯ⊠：對 ℓ 6 k，ℓ 㔜
უ微分๩஽⛗ط༜ᕦ L2(D) 的ዶ⹴ Sobolev ᔶዶ┹ዖ的⍯㒘。ⷜ࢖

Ek ≡ Ek(D) := F(D) ∩W k,2(D) ஽ W k,2(D) 中的 closure,

Hk ≡ Hk(D) := G(D) ∩W k,2(D) ஽ W k,2(D) 中的 closure.
(116)

… k = 1，዗ݛတ╱஽(108)式中，ⷑ E ≡ E1，H ≡ H1。ㅙࡑ個⍯㒘໭
其ᖹ዗ݛᏭ⦯要ڏ細⬦理的對⼊。ᩅሢ E0 ≡ L2(D)，஘為 f |∂D = 0 的᝖
஽，ڦ L2(D) 中⏮ᕦᨇᙋ㓲ࢶ。

কᩅሢ H2 ஽ H ≡ H1 中為⌻ະ (dense)。H1 ஽ H0 中ٛ⌻ະ，⛗
ᖹط compact embedding。ㅙᖹ Sobolev ⍯㒘的一⠳定理，其ܛᓅㆦᖹ
第 23 章ዶㄻ的 Rellich(▚▼) 定理。

§6.2 Sobolev ⍯㒘上的 L̃

஽ڋ H 中考ብㅣ☩⛗對稱的 bilinear form

Ĩ(f, g) :=

∫
D
Df ·Dg − ∥B∥2 fg, ∀f, g ∈ H. (117)
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⇈๩஽ L̃ : H2(D)
linear−→ H0(D) [⌬ᄝ஽ᩅⷑ 11 中⸋ㄻ]，܂

⟨L̃f, g⟩ =
∫
D
L̃f · g = Ĩ(f, g), ∀ g ∈ H, (118)

其中 ⟨ , ⟩ 為 L2(D) 中的ࡏ積，⛗

L̃f = −∆
M
f − ∥B∥2 f − 1

|D|

∫
D
Lf, ∀f ∈ H2(D). (119)

ㅙⴁ(118)式ዖ⎦，ᖹ஘ᙋ
∫
D g = 0，ক與(??)式ℨڪ，對 f ∈ E2 (D) 定

⚈
Lf := −∆

M
f − ∥B∥2 f ∈ L2 (D) . (120)

ㅙᖹᨇᙋ volume constraint 的ṉᨥ。⹇஖想(49)式，዗ᤲݛ஽ጭ C∞-␶‱
ℨ㓉的論ㄻ [(49)-(51)式] ᐊॕࢱ Sobolev ␶‱܉。

ᩅⷑ 11 對ᕦᨇᙋ volume constraint 的ṉᨥ，上ㄻ (120)式ዶ定⚈的 L，

可ڝℶዖ
L : E2(D)→ L2(D) (121)

的 continuous linear operator，其ℨ應的 bilinear form

I : E(D)× E(D)→ R. (122)

為ㅣ☩⛗ط對稱，形式與(117)式ℨি，ڍ為

I(f, g) :=

∫
D
Df ·Dg − ∥B∥2 fg, ∀ f, g ∈ E(D). (123)

ጭ I 㓲ࢶ஽ H ⊂ E (D) 上ᗅ，ᙋ

I(f, g) = Ĩ(f, g), ∀f, g ∈ H. (124)

上文中為ڂ㦦 L̃ : H2 → H0？㓉㏊஽(119)式঱⎶ጐᏕ٥常ᔶ 1
|D|
∫
D Lf，

዗ݛጀᙇᙋ L̃f ∈ H0，∀f ∈ H2。ㅙ٧㕭要㊡ᬐ：ܛ H0 的定⚈，H0 ᖹ
G ஽ L2(D) 的 closure。ዶڝ዗ݛᅂ㘘≋⸞ᙋ w̃j ∈ G ᄢ܂ w̃j → L̃f ᕦ
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L2(D) 中。㝧⺮പذ：╏定 f ∈ H2，ᙋ φj ∈ G ᄢ܂ φj → f ᕦ E2(D)

中，ᔒ ∫
D
Lf = lim

j→∞

∫
D
Lφj (125)

ط L̃φj → L̃f ᕦ L2(D) 中。ক

L̃φj = Lφj −
1

|D|

∫
D
Lφj ∈ C∞(D), (126)

ᔒ
∫
D L̃φj = 0。᜙ᓅ L̃φj，ຨᖧⴕۥ w̃j ∈ G，܂ຄ L2-ㅮㄨᕦ L̃φj。⇈

L̃f ∈ H0。

ᩅⷑ 12 對ᕦ u ∈ H，…዗ذໍݛᙋ㓉 L̃u 的方程，܍പໍ

L̃u = λu, ∀u ∈ H, (127)

ᗅ，ຄᖹუ方程，ሢᎀ：∀g ∈ H,

⟨λu, g⟩ = ⟨L̃u, g⟩ =
∫
D
Du ·Dg − ∥B∥2 ug = Ĩ (u, g) . (128)

與 Ch. 23 的ޏ法一ᡤ，L̃ ᙋ值⺾分析的定理 [L ：ذㄻപ⑸ൃز。[ᵂٸ
考ብ H 中的 unit sphere

S = {f ∈ H; ∥f∥ = 1} , (129)

其中 ∥ · ∥ Ⲯ L2-norm。஘ Ĩ(f, f) = ∥Df∥2 − ∥B∥2∥f∥2 > −∥B∥2，
∀f ∈ S。ᔒ Ĩ(f, f) ஽ S 中ᙋڋ，‏ذজ

λ̃1 ≡ inf
{
Ĩ(f, f); f ∈ S

}
(130)

及 Ĩ(f, f) 的 minimizing sequence f1, f2, · · · ∈ S ⊂ H，܂

lim
j→∞

Ĩ(fj, fj) = λ̃1. (131)
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஘ࣀ Ĩ(fj, fj) ᙋ上‏ c > λ̃1，ٸ८

∥Dfj∥2 = Ĩ(fj, fj) + ∥B∥2∥fj∥2 < c1, (132)

⇈ {fj} ᙋᔈᔿ子序ࢦ，其៯㓲ⷑ為 u1 ∈ S ⊂ H [⵼ Ch. 23 §7 Rel-
lich ▚▼定理] ط Ĩ(u1, u1) = λ̃1。ࢮ用 Lagrange multiplier 方法，ዛ
ڪ Ch. 23 §7 值⺾分ⶪ定理的⺮ᖢ Step 5，可ᄢ⇈：஽ weak sense ᙋذ
L̃u1 = λ̃1u1，ٸ८

Ĩ(u1, g) = ⟨L̃u1, g⟩ = λ̃1⟨u1, g⟩, ∀g ∈ H (133)

ዶڝ λ̃1 為 L̃ 的第一特徵值，ℨ應的 u1 為第一特徵࢖ᔶ。ڪ Ch. 23，কᄢ
特徵值 λ̃2, λ̃3, · · · 及ℨ應的 u2, u3, · · ܂，·

λ̃1 6 λ̃2 6 · · · → ∞. (134)

ط

L̃uk = λ̃kuk, ∀k = 1, 2, 3, · · · , (135)

λ̃k = min
{
Ĩ(f, f); f ∈ Sk

}
= min

V k

(
max

{
Ĩ(f, f); f ∈ V k ∩ S

}) (136)

其中 Sk ≡ {f ∈ S; ⟨f, uj⟩ = 0, ∀j = 1, 2, · · · , k − 1}; V k ⊂ H 為 k 維
linear subspace。ㅙܧᖹዶ⹴「mini-max ঈ理」。引用 Ch. 23 §7 ዶ談的
regularity 定理，⇈ uk ∈ C∞(D)，理 ᖹ(135)式的ܪᔶ⃞ C∞。

থ外，與 Ch. 23 ⺮ᖢ ∆
M
ᙋ值⺾定理的 Step 7 㙑ۋ，዗ݛ可ڝ⺮ᖢ

∀v ∈ H0，v ❪஽ H0 中Ⲯዖ

v = a1u1 + a2u2 + · · ·，其中 ak = ⟨v, uk⟩ ∈ R. (137)

ᤳ८ {uk} 為 H0 中的ᤲٶ基。஘為 L̃ ᥾ ∆
M
的形式ⴛ㕕一ٱ，዗ݛጭㅙ

⺮ᖢ⸋ㄻᕦذ：
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考ብ࠺ v ∈ H ⊂ H0，ⷜ vk ≡ ⟨v, u1⟩u1+⟨v, u2⟩u2+· · ·+⟨v, uk−1⟩uk−1，
⛗ wk = v − vk。ᤋ⺮ wk → 0，… k →∞。ᖧ⇈

⟨wk, uj⟩ = 0� ∀j = 1, 2, · · · , k − 1, (138)

ᔒ w̃k ≡ wk

∥wk∥ ∈ S
k，ᄢ⇈：

Ĩ(wk, wk) = Ĩ(w̃k, w̃k) · ∥wk∥2 > λ̃k⟨wk, wk⟩. (139)

ۑ
Ĩ(v, v) = Ĩ(wk, wk)

6

λ̃k∥wk∥2111111

+2 Ĩ(wk, vk)
||

k−1∑
j
⟨v, uj⟩ Ĩ(wk, uj)

|| ஘(138)
0

+ Ĩ(vk, vk)

6

11111λ̃1∥vk∥2

> λ̃k∥wk∥2 + λ̃1∥vk∥2.

(140)

८

∥wk∥2 6
1

λ̃k
Ĩ(v, v)− λ̃1

λ̃k
∥vk∥2

6
∣∣∣∣ 1λ̃k I(v, v)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ λ̃1λ̃k
∣∣∣∣∣ ∥vk∥2 → 0.

11 ↓� as k →∞�↓ > ஘ذ文 [F]
1110 0 ∥v∥2

(141)

… k →∞。ᔒ ∥wk∥2 → 0。८ vk → vᕦH0。ዛ⸱஽H0中，∀v ∈ H0，

ᙋ
v = ⟨v, u1⟩u1 + ⟨v, u2⟩u2 + · · · (142)

最ᄝ዗ݛ⳽⺮上ㄻ(141)式中的 [F]：

0 6 ∥v − vk∥2 = ∥v∥2 − 2
k−1∑
j
⟨v, uj⟩2 + ∥vk∥2 6 ∥v∥2 − ∥vk∥2.
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ᩅⷑ 13 ጭ上文ᕧ用஽ L̃ 上的論ㄻ，ᔋᔎ஽ L 上，িᡤ዗ݛ可ڝᄢࢱ
L : E2

0(D) → L2(D) 的特徵࢖ᔶ與特徵值 λ1 6 λ2 6 · · · → ∞。對 λk
mini-max，⸱܉ ঈ理 (136)式ڍᵂዖ⎦，নᖹ Ĩ 要ᐓዖ I，⛗ S ᖹ E(D)

中的 unit sphere。 ᕦ E(D) 中ℨ應的 collection
{
V k ⊂ E(D)

}
ब৕{

V k ⊂ H
}
，ᔒ

λk 6 λ̃k. [ᩅሢᙋ(124)式ዖ⎦] (143)

ᩅⷑ 14 [Regularity 定理] L 與 L̃ 的特徵࢖ᔶ uk ᅂᵂ smooth，ٸ८
uk ∈ C∞。為ڂ㦦？一⠳ᗅݣ，዗ݛᙋᢏற PDE 的 regularity 定理，引ㄻ
പذ：ⷜ u ∈ W 1,2

0 (D) 為ᢏற PDE：

Di(a
ijDiu) = F (144)

的უⶪ，aij ≡ aij(x) ∈ Ck+1(D)，⛗ F = F (x) ∈ W k,2(D)，x ∈ D，
ࣀ u ∈ W k+2,2(D)。ڝ዗ᤲݛ஽考ብ的 L̃ [⵼(119)式] 為܍，⢴ᙋ L̃u =

λ̃ku [പ(135)式]：

L̃u = −DiDiu− ∥B∥2 −
1

|D|

∫
D
Lu = λu (145)

可ⶀ F (x) ≡ ∥B∥2 + 1
|D|
∫
D Lu + λu ∈ W 1,2(D)，ㅙⴁ k = 1。ᕦᖹ

u ∈ W 3,2(D)。চ⵹運用ㅙ regularity 定理，可⇈ u ∈ W ℓ,2(D)，ᴷ論 ℓ

೫大。٧່上，… F (x) ∈ C∞(D) ᗅ，⠆ᵂٛᙋ

u ∈ C∞(D). (146)

為ڂ㦦？ㅙ㕭ࣽݨ⦯ী的 Sobolev embedding 定理，ㅙ定理ᖹ⸱：Sobolev
ᔶ࢖ 「უ可微」⾱೫㔜，ຄ๩஽的ყ微分ٛ⾱೫㔜，ٸ८：

W k,2 ⊂ Cm(D), (147)

ন要 k 與 m 的㓉ܪ᮸⿎ 0 6 m < k− n
2，n = dimD。ڋ u ∈ W l,2 (D)，

஘為 l 可ڨڝሢ大，८
u ∈ C∞(D)
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ᄢ⺮(146)，ᔒ uk ∈ C∞。ㅙ㙑ᙋ⿃⛗ط㊞要的 regularity 定理4，዗ݛㆦᙇ
চ⵹܂用。

§6.3 Morse index 定理的 cmc 形式

考ብ cmc 曲面 Mn 上的 C0-ㆇಣᕳ D ≡ {D(t); 0 6 t 6 b}，㔭ᄝ஽
§6.4 ዗ݛ໛⺮ᖢ λ̃k = λ̃k(D(t)) 與 λk = λk(D(t)) 對 t ⃞ㅣ☩，⛗ط୼᜜
：⎦Ⴢ܉࠺㓯。ㅙⴁذ

定理 9 (Morse index 定理的 cmc 形式) ╏定 Rn+1 中 cmc 曲面
Mn # Rn+1，及 Mn 上的 C0-ㆇಣᕳ D。考ብ Sobolev space H ≡ Ht ≡
H1(D(t))，及 H0

t ≡ H0(D(t))，H2
t ≡ H2(D(t))，其定⚈പ(116)式。╏

定 D(t) 上ℨ應的 bilinear form Ĩ പ(117)式，與 linear operator

L̃ : H2
t → H0

t , (148)

ᙋࣀ
ĩ(β)− ĩ(α) =

∑
α6t<β

ν̃(t), α, β ∈ [0, b), (149)

其中 ν̃(t) 為 Ĩ ஽ D(t) 上的 nullity：८ D(t) 上 Jacobi 場的㊞ᔶ [പ §4，
(59)式]，⛗ ĩ 為 Ĩ ஽ D(t) 上的 index [定⚈പ(61)式]。

⺮ᖢ： പᚵጭ Morse Index 定理┒ⓓℶዖ bilinear formĨ 的 nullity 與
index ُ㒘的㓉᪴ز⛗，ܪ及 L̃，ㆼ㦦其 cmc 形式的⺮ᖢ (८定理 9) 與其
「ঈ௲」）(८定理 5) ᖹ一ᡤ的。ۑ⢴ጭ Morse Index 定理ℶዖ operatorL̃
的 nullity 與 index 的㓉ࣀ，ܪ੻一的ဍࢬ஽ᕦ：L̃ 㖩ؾ H2

t 的 invariant
operator [പ定理 5 中的 L ጭ X ᖮࢱ X 本ろ，८ L : X → X 其中
X = X (t)]，዗ݛন⇈(148)式，ۑ H2 ஽ H1 中 dense，H1 ক஽ H0 中
dense，Morse index 定理ڍᵂዖ⎦ 文定理ذ⵼ٸ] 10 的⺮ᖢ]。⸋ㄻപذ：

஖想࠺ Jacobi 場的定⚈ [⵼ §2，(17)式]：╏定 φ ∈ H0(D)，… φ ∈
G (D) ≡ {g ∈ C∞(D) ∩ C0(D); g|∂D = 0,

∫
D g = 0}，φ ̸≡ 0，⛗

4參⵼ [Jj]，Thm. 11.2.2, Cor. 11.1.1, 11.1.2, 11.2.1.
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⿎᮸ط
L̃φ = 0 (150)

ُᗅ，稱 φ 為 D 上的（㖩㕥）Jacobi 場。… D(t) ⊂ M，t ∈ [0, b]，定
⚈：

nullity ν(t) ≡ D(t) 上ẹ⎦ Jacobi 場的個ᔶ = dim Jt, (151)

其中 Jt ≡ {D(t) 上的（㖩㕥）Jacobi 場 } ∪ {0} ⊂ G (D(t))。ຨᖧℶ࢕：
╏定 φ ∈ H0

t， (142)式可Ⲯ

φ = a1u1 + a2u2 + · · · . ᕦ H0
t 中 (152)

ࣀ
φ ∈ Jt ⇐⇒ ai = 0, ∀ i, 其ℨ應的 λ̃i(t) ̸= 0. (153)

ᤳ٧ᄙ㙜ᵂ，ন要⶛ແ：

∥L̃φ∥2 = ∥λ̃1a1u1 + λ̃2a2u2 + · · · ∥2

= |λ̃1a1|2 + |λ̃2a2|2 + · · · ,

⇈ܧ ν(t) = 特徵值為 0 的㊞ᔶ。ڋⷜ λ̃i = λ̃i(t̄) ᗅ，ᙋ

λ̃1 6 λ̃2 6 · · · 6 λ̃s 6 0 < λ̃s+1 6 λ̃s+2 6 · · · → ∞. (154)

㊞ⴛُ前定理 5 的⺮ᖢ Step 2，⇈∑
06t6t̄

ν(t) = s. (155)

কⷜ λ̃i = λ̃i(t̄
+)，… t̄+ > t̄ ೭Ꮽㄨ⿎ط t̄ ᗅ，ᙋ

λ̃1 6 λ̃2 6 · · · 6 λ̃s < 0 < λ̃s+1 6 λ̃s+2 6 · · · → ∞. (156)

஘ᤳ L̃ ஽ t
+ 的 index

i(t̄+) = s =
∑

06t6t̄
ν(t), (157)

ᔒᄢ(149)式，८ Morse index 定理的 cmc 形式。 �
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ᩅሢപ上的⺮ᖢ [ब৕(154)式(156)ࢱ式的變ह]，዗زݛন㕭要 λ̃k(t) 對
t ㅣ☩ذ㓯，⛗ٛط㕭要ຄ「୼᜜ذ㓯」，ٸ८஽上ㄻ⺮ᖢ中㕭用ࢱ：

t̄ < t̄+ =⇒ λ̃k(t̄
+) < λ̃k(t̄). (158)

ㅙٱᖹ㔭ᄝᅂ㘘⳽࠷⺮ᖢ的ဈۥ。

§6.4 λk 與 λ̃k 的ㅣ☩性

╏定 cmc 流形 Mn # Rn+1 上的 C0-ㆇಣᕳ D ≡ {D(t); t ∈ [0, b]}。
Ⲯ Ht ≡ H(D(t)) 為 D(t) 上「ㆫ‏值為 0 ᙋط volume constraint」的一
㔜 Sobolev ⍯㒘 [其定⚈⵼ §6.1]。዗ݛ可ڝጭ Ht …ዖ Hb 中的子⍯㒘，८
Ht ⊂ Hb，∀ t 6 b。

引理 A (Sobolev ⍯㒘的ㅣ☩性) Ht 對 t ㅣ☩，ٸ८

Ht =
∩
r>t

Hr; Ht =
∪
s<t

Hs, (159)

其中 “ · ” Ⲯ：஽ Hb 中জ closure。

ᩅⷑ 15 對ᕦᨇᙋ volume constraint的ᇬᨥ，Sobolev⍯㒘E1
t ≡ E (D (t))

一ᡤ對 t ㅣ☩。

዗ݛጭ引理 A 的⺮ᖢ―ࢱ ：ᖢ⺮܉用ຄࢮ࠺，7§

定理 10 (λk 與 λ̃k 的ㅣ☩性) ஽ D(t) 上 stability operator L 與 L̃ 的特
徵值 λk = λk(t) 與 λ̃k = λ̃k(t) ㇹ對 t ㅣ☩，⛗ط㔭⦯ t ୼᜜ذ㓯 (strictly
decrease)。

⺮ᖢ5： 本定理的⺮ᖢ對 λk 與 λ̃k 的方法，基本上ᖹ一ᡤ的。ذڝ዗ݛ㆚ᒷ

5本定理 10 的⺮ᖢ，idea 基本上܉⠆ Frid-Thayer 的論文 [F-T]。ㅙⴁন用থ一⍀ໍ法݆ᔋ。ۑᖹ論中㕭要用ࢱ
Sobolev ⍯㒘 Ht 的ㅣ☩性，ࣀᖹ዗ݛᏭዿ要຋ዖ的大⸴題（§7.2, §7.3, §7.4）。
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タⴛ㕕的 λ̃k ᖢ，λk⺮܉ 的ㅣ☩性⺮ᖢℨڪ。

Step 1. ⶛ແmin-maxঈ理(136)式。對ᕦ s 6 t，஘ {V k
s

linear
⊂ Hs; dimVk =

k} 為 {V k
t

linear
⊂ Ht; dimV k

t = k} 的 sub-collection，ᖧ⇈

λ̃k(t) 6 λ̃k(s), ∀ k. (160)

ᔒ λ̃k = λ̃k(t) 對 t 㓯，―ᄖذ㓯，⠋ᕦ其「୼᜜」ذ §6.5 。ᖢ⺮ڝࣹࡢ

Step 2. ⷜ s1, s2, · · · ㆇ㓯⛗⿆ᕦ t，ᤋ⺮

λ̃k(s1), λ̃k(s2), · · · → λ̃k(t). (161)

ⷜ u1, · · · , uk ∈ Ht 為 L̃t ℨ應ᕦ λ̃1(t), · · · , λ̃k(t) 的ᤲٶ特徵࢖ᔶ，িᡤ
∀si，ٸ考ብ

v1(si), · · · , vk(si) ∈ Hsi (162)

為 L̃si ℨ應ᕦ λ̃1(si), · · · , λ̃k(si) 的ᤲٶ特徵࢖ᔶ。ᄙ⠆ᵂ的，對ᕦ j =

1, · · · , k，… si → t ᗅ，዗ݛဝᙗ vj(si) ᙇᙋ៯㓲 vj(t)，⛗ط

vj(t) = uj(t) (ᅂ要ᗅ⸽ᔲ㘖序). (163)

ㅙᗅ዗ݛ໳可ڝᙚᙗ λ̃j(s1), λ̃j(s2), · · · → λ̃k(t)。஘ λ̃j(s1), λ̃j(s2), · · · ㆇ
ط⛗，ॕ λ̃j(t) 為其上‏，ዶڝ λ̃j(s1), λ̃j(s2), · · · ᙋ៯㓲 αj，८

αj = lim
i→∞

λ̃j(si). (164)

Step 3. 對ڨ何 j = 1, · · · , k，⇈

{vj(s1), vj(s2), · · · }

஽ L2(D(b)) 中ᙋ‏ [஘ ∥vj(si)∥ = 其஽⺮ڋ。[1 H = Hb 中ٸᙋ‏，८

I(vj(si), vj(si)) =

∫
Db

|Dvj(si)|2 − ∥B∥2(vj(si))2

= λ̃j(si)∥vj(si)∥2 6 c. [஘⢴ண定 j，ࣀ
{
λ̃j(s1), λ̃j(s2), · · ·

}
஽ R 中ᙋ‏]

(165)
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ᔒ ∥Dvj(si)∥2 6 ᛕ常ᔶ c1。  Rellich ▚▼定理 [Ch. 23，§7]，⇈

{vj(s1), vj(s2), · · · }

஽ L2(D(b)) 中ᙋᔈᔿ子序ڍ，ࢦⷑຄ為 {vj(s1), vj(s2), · · · }，其៯㓲ⷑ為
vj。٧່上，vj(si)→ vj ᕦ Hb 中 নᕦز] L2(D(b))中]朶… i→∞。࠺ᩅ
ሢ vj(si)

∣∣∣
D(si)

為 C∞，ط஽ D(b) 中ᙋუ微分 Dhvj(si)。ᤋ⺮ Dhvj(si) 為

L2(D(b))中的 Cauchy序ࢦ。⑸ⷑ f ≡ vj(si)，g ≡ vj(sℓ)，wiℓ ≡ f−g。
ⷜൃز ℓ > i，用㇨分積分法ຨᖧ算ᄢ… i, ℓ → ∞ ᗅ，∥Dwiℓ∥2L2(D(b))

Ꮽㄨᕦ∫
D(si)

(λ̃j(si)f − λ̃j(sℓ)g)(f − g) +
∫
∂D(si)

∂(f − g)
∂n

· g (166)

㙜ᵂ上式⿆ᕦ 0，… i, ℓ → ∞。理 ᖹ λ̃j(si) 與 λ̃j(sℓ) ⃞⿆ᕦ αj，

∥f − g∥2 → ط，0
∂f

∂n
,
∂g

∂n
ᙋ‏⛗ g ஽ ∂D(si) 上⿆ᕦ 0。ᔒ Dhvj(si) ஽

L2(D(b)) 中ᙋ៯㓲，ⷑ為 ζh，h = 1, 2, . . . , n。ᕦᖹ ∀φ ∈ C∞c (D(b))，

ᙋ

⟨ζ
h
, φ⟩ = lim

i
⟨Dhvj(si), φ⟩ = lim

i
(−⟨vj(si), Dhφ⟩) = −⟨vj, Dhφ⟩.

(167)
ᔒ ζ

h
為 vj 的უ微分 Dhvj。ዶڝ vj(si) → vj ᕦ Hb 中。Ꮽ⦯዗ݛ想問：

ᖹ৐ vj = uj(t)？८想問：ᖹ৐ αj = λ̃j(t)？

Step 4. (λ̃k 的঱ㅣ☩)

ᤋ⸱ᖢ vj ∈ Ht。ᤳ஘╏定 ℓ > 0，vj(sℓ), vj(sℓ+1), · · · ⃞஽ Hsℓ 中，
ᔒ vj ∈ Hsℓ。 引理 A ᄢ vj ∈

∩∞
ℓ=1Hsℓ = Ht。ⷜ H2

t Ⲯ G (D(t)) ஽
二㔜 Sobolev ⍯㒘 W 2,2(D(t)) 中的 closure。一⠳ᶄ⇈ H2

t ஽ Ht 中為
dense。዗ݛ要⺮ᖢ஽ “უሢਃ” (weak sense) ذ

⟨L̃tvj, φ⟩ = ⟨αjvk, φ⟩, ∀φ ∈ Ht. (168)

ᩅሢ vj ∈ Ht，زۑ⇈ vj ∈ H2
t。上式ሢ⹴

Ĩ(vj, φ) = αj⟨vj, φ⟩, ∀φ ∈ Ht. (169)
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⢴考ብ w ∈ H2
t，Ĩ(vj, w) = αj⟨vj, w⟩ ໳ℨ…ᕦ

⟨vj, L̃w⟩ = αj⟨vj, w⟩. (170)

ᤳᗅဉ⎶ L̃w ᖹ H0
t 中⅁ᤲ的 L2-࢖ᔶ，⛗

⟨vj, L̃w⟩ = ⟨ lim
i→∞

vj(si), L̃w⟩

= lim
i→∞
⟨vj(si), L̃w⟩ = lim

i→∞
I(vj(si), w)

= lim
i→∞

λ̃j(si)⟨vj(si), w⟩ = αj⟨vj, w⟩. (171)

⺮ᄢ(170)式，∀w ∈ H2
t。ۑ஘ H2

t ஽ Ht 中 dense，ᔒ⺮ᄢ(169)及(168)。
ᤳ८ᙋუ方程

L̃tvj = αjvj, (172)

ᔒ αj 為 L̃t 的特徵值，其ℨ應的特徵࢖ᔶ為 vj。一⠳܉⸱，從上式(172)ন
⇈ αj ᖹ L̃t 的特徵值，زۑ⇈道 αj ᖹزᖹ L̃t 的 “第 j 個” 特徵值，ዶ
ࢱزㆦᄢڝ αj = λ̃j(t)，ᤳ८ㆦᄢࢱز vj = uj(t)。زㅺ，஘Ἡڋ考ብ
s1, s2, · · · ࢱ㓯ذ t，८

t 6 · · · 6 si 6 · · · 6 s2 6 s1, (173)

ᄢ λ̃j(t) > · · · > λ̃j(si) > · · · > λ̃j(s2) > λ̃j(s1)，⇈ λ̃j(t) > αj，∀ j =
1, · · · , k。 㣌⒠ঈ理 (pigeon hole)，዗ݛ可ڝㅩ一步⇈道 λ̃j(t) = αj。

理 ᖹ：⢴ λ̃1(t) 	 α1，ࣀ஘前ㄻတ⺮⇈ α1 為 L̃t 的一個特徵值，ዶڝ
α1 ᅂᵂ⏮ᕦᛕ λ̃h(t)，h ̸= ۑ。1 λ̃h(t) > λ̃1(t)，८ α1 > λ̃1(t)。ᔒ
α1 = λ̃1(t)。ڝᤳ㙑Ꮿ，ᄢ α2 = λ̃2(t)，α3 = λ̃3(t), · · ·。ዶڝᄢ⺮ λ̃j(t)

為঱ㅣ☩，८
lim

s>t,s→t
λ̃k(s) = λ̃k(t). (174)

⢴ۑ s1, s2, · · · 為 t 的ဉᔶࣀ，ࢦ上ㄻ方法用ز上，㕭থጣ方法⺮ᖢ λ̃k 為
ဉㅣ☩。

Step 5. (λ̃k(t) 的ဉㅣ☩)
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╏定上ॕᔶࢦ si ↗ t (si < t)，ᤋ⺮ λ̃k(si)→ λ̃k(t)。஘ λ̃k 對 t 㓯ذ
(Step 1)，⇈ λ̃k(si) 為ذ㓯ᔶط⛗，ࢦᙋ‏ذ λ̃k(t)，ᔒᙋဉ៯㓲

βk ≡ lim
si<t,si→t

λ̃k(si) > λ̃k(t). (175)

⢴⺮ᄢ βk = λ̃k(t)，ܧ⇈ λ̃k(t) ဉㅣ☩。其⺮ᖢ᥾前ㄻ঱ㅣ☩℥Ꮽ。ন要
℠ۘ min-max ঈ理 [(136)式]，ࢮ用 Sobolev ⍯㒘的ㅣ☩性 [(159)式] 及
Ĩ(f, f) 對 f 的ㅣ☩性८ᄢ。⸋ㄻപذ：

പ Step 2，Ⲯ u1, u2, · · · , uk 為Ht中 L̃tℨ應ᕦ λ̃1(t), λ̃2(t), · · · , λ̃k(t)
的ᤲٶ特徵࢖ᔶ， 引理 A (159)式，ண定 j，1 6 j 6 k，⇈๩஽
s1, s2, · · · ↗ t 及

vj(si) ∈ Hsi ⊂ Ht, ∀ i = 1, 2, . . . , (176)

…ᄢ܂ i → ∞ ᗅ，vj(si) → uj ᕦ Ht ⊂ Hb 中。為٥⑸ह⏗⬬，ذڝⷑ
vj ≡ vj(si)。

Step 6.   min-max ঈ理 (136)式，⇈

λ̃k(si) = min
V k⊂Hsi

{
max
v∈V k∩S

Ĩ(v, v)

}
[其中 dimV k = k]

6 max
v∈⟨v1,··· ,vk⟩
∥v∥=1

Ĩ(v, v)
… i→∞
−−−−−−−→ max

u∈⟨u1,··· ,uk⟩
∥u∥=1

Ĩ(u, u) [஘ Ĩ 為ㅣ☩]

= λ̃k(t) 6 λ̃k(si), ∀ si. [ᩅሢ Ĩs = Ĩb, ∀ s 6 b] (177)

ዶڝ lim
si<t, si→t

λ̃k(si) = λ̃k(t)。ᄢ λ̃k 為ဉㅣ☩。與ٸ Step 4 的঱ㅣ☩঻

۸，⺮ᄢ λ̃k = λ̃k(t) 對 t ㅣ☩。 �

§6.5 λ̃k(t) ୼᜜ذ㓯的⺮ᖢ

╏定 Mn 上的 C0-ㆇಣᕳ D ≡ {D(t); t ∈ [0, b]}，ⷜ stability opera-
tor L̃t : Ht → H0

t 的特徵值為 λ̃k(t)。ᤋ⺮

s < t =⇒ λ̃k(s) > λ̃k(t), ∀ k = 1, 2, · · · (178)
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⺮ᖢ： Step 1. ⷜᙋ k > ᄢ܂，0 λ̃k(s) = λ̃k(t) ≡ λ。໛⺮ᖢᙇ໢⠌⇂
ℭ。ⷜ {u1, u2, · · · } 與 {v1, v2, · · · } ᎂ序分ࢬ為 Hs 與 Ht 中ℨ應ᕦ λ̃j(s)

與 λ̃j(t) 的ᤲٶ特徵࢖ᔶ，ٸ८

L̃suj = λ̃j(s)uj; L̃tvj = λ̃k(t)vj. (179)

∀ j = 1, 2, · · ·。ㅙⴁ L̃t ≡ L̃(D(t))。዗ݛ想要ⴕۥᛕ u ∈ Hs ⊂ Ht，᮸
⿎ ∥u∥ = ط，1

L̃t u = λu. (180)
⢴ᙋㅙᡤ的 u，  regularity 定理 [⵼ §6.4 ᩅⷑ 14] ⇈ u ∈ C∞(D(t))。ۑ
஘ D(s) ⊂ D(t)，ط u ∈ Hs，⇈஽ open set D(t)\D(s) ̸= ∅ 上 u ≡ 0。

  Hopf’s spherical 定理 [⵼ Ch. 23，§2] ⇈஽ᔲ個 D(t) 上 u ≡ 0，可ᖹ
∥u∥ = 1 ᕦ L2(D(t)) 上。ㅙ໢⠌⇂ℭ，८(178)式ᅂ㘘ዖ⎦。

Step 2 (Step 1 中 u 的ⴕۥ). জ u ∈ linear span ⟨u1, · · · , uk⟩ ⊂ Hs ⊂
Ht，܂ u ᮸⿎ ∥u∥ = ط⛗，1 ⟨u, v1⟩ = ⟨u, v2⟩ = · · · = ⟨u, vk−1⟩ = 0。

ㅙᡤ的 u = a1u1+ · · ·+ akuk 可ڝጣᄢࢱ：方法ᖹ從ዶ᧋的 (k− 1) 個✋⎦
方程式ⶪ a1, · · · , ak，最ᄝࡢ從 ∥u∥ = 1 ຋全᧲定 u。থ外，஘ u ∈ Ht，

可Ⲯ u = ⟨u, vk⟩vk + ⟨u, vk+1⟩vk+1 + · · · ⛗ᄢ

⟨L̃tu, u⟩ = λ̃k(t)⟨u, vk⟩2 + λ̃k+1(t)⟨u, vk+1⟩2 + · · ·

> λ̃k(t)(⟨u, vk⟩2 + ⟨u, vk+1⟩2 + · · · ) = λ̃k(t) = λ.
(181)

থ一方面，

⟨L̃su, u⟩ = λ̃1(s)a
2
1 + λ̃2(s)a

2
2 + · · ·+ λ̃k(s)a

2
k

6 λ̃k(s)(a
2
1 + · · ·+ a2k) = λ̃k(s) = λ.

(182)

ۑ
λ > ⟨L̃su, u⟩ = ⟨L̃tu, u⟩ > λ, [參⵼ذ文ᩅⷑ 16] (183)

ᔒ(181)與(182)ࡑ式中的 “>”ㇹ為 “=”，஘ᤳ ∀ ℓ = 1, 2, · · ·，⟨u, vk+ℓ⟩2 =
0，㓿㖩 λ̃k+ℓ(t) = λ̃k(t)。ㅙ໳ᖹ⸱，u = ⟨u, vk⟩vk + · · · + ⟨u, vm⟩vm，
m > k，ط vk, · · · , vm ℨ應的特徵值ㇹᖹ λ̃k(t) = λ。஘ᤳ

L̃tu = λu. (184)



696 Ch. 30 cmc 上的 Jacobi 場與 Morse Index 定理

ᤳ८ዶ᧋的(180)式，஖ Step 1，ᄢ㘞ᙚ的⇂ℭ，定理 10 ⺮‛。 �

ᩅⷑ 16 上ㄻ⺮ᖢ Step 2 (183)式中，ᐊࢱ… u ∈ Hs ⊂ Ht ᗅᙋ：

⟨L̃su, u⟩ = ⟨L̃t u, u⟩, (185)

ㅙᖹ對的，ۑ一⠳܉⸱，對 g ∈ Ht

⟨L̃su, g⟩ ̸= ⟨L̃t u, g⟩. (186)

幾何的理 ᖹ஽ ∂D(s) ⊂ D(t) 上，u ᙋ፛㦻 (cusp)，ຄ的 weak Lapla-
cian L̃t u ஽ ∂D(s) 上的 contribution 可❪ᖹᴷ⎓大，ዶزڝ❪஘ ∂D(s)

஽ D(t) 中的測ႂ (measure) 為 0 ⷑ為࠺，ᅥ„的量❫زᅥ„，ㅙ個ڝࣹ⛗
E，可ᖹℶ L̃ ℨ應的 bilinear form Ĩ, ∀ g ∈ Ht,

Ĩs(u, g) =

∫
D(s)

Du ·Dg−∥B∥2ug =
∫
D(t)

Du ·Dg−∥B∥2ug = Ĩt(u, g)

ॴᖹ對的 [஘஽ D(t)\D(s) 上 u 與 Du ㇹ ≡ 0]。໳分析的式子܉ℶ，對ᕦ
u ∈ Hs ⊂ Ht，ڂ㦦ᖹ L̃t u？஘ H2

t ஽ Ht 中 dense，可ڝজ ui ∈ H2
t，

܂ ui → u ᕦ Ht 中。ᕦᖹ可ڝ定⚈ L̃t u = limi L̃t ui。ۑক஘ ui ∈ H2
t，

ᔒᙋ C∞-࢖ᔶ φi,k ∈ G (D(t))，܂ φi,k → ui ᕦ H2
t 中，… k → ∞

ᗅ。ዶڝ L̃t(φi,k)→ L̃t ui。用 diagonal process，዗ݛ可ڝጣࢱ C∞-࢖ᔶ
ψj ∈ G (D(t))，܂ ψj → u ᕦ H2

t 中，⛗ط

L̃tψj → L̃t u ᕦ H0
t 中. (187)

ᕦᖹ，對 g ∈ Ht，জ C∞-࢖ᔶ ηj ∈ G (D(t))，܂ ηj → g ᕦ Ht 中，

⟨L̃t u, g⟩ = lim
j
⟨L̃tψj, ηj⟩ = lim

j

⟨
−∆

M
ψj − ∥B∥2ψj −

1

|D|

∫
D(t)

Lψk, ηj

⟩
= lim

j

∫
D(t)

(−∆
M
ψj − ∥B∥2ψj)ηj [

∫
D(t)

ηj = 0]
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= lim
j

{∫
D(t)

(
Dψj ·Dηj − ∥B∥2ψjηj

)
+ Ej

}
, (188)

其中 Ej ≡ −
∫
∂D(t)(Dνψj)ηj 為ㆫ‏㘕，ν 為定⚈஽ ∂D(t) 上幾ّ⬦⬦

(almost everywhere) ๩஽的 unit out-normal。ຄ的๩஽，܉⠆ ∂D(t) 為
Lipschitz的ނⷜ [⵼定⚈ 2]。Dν Ⲯ normal derivative。஘ ηj ∈ G (D(t))，

஽ ∂D(t) 上⏮ᕦ 0，ᔒ Ej = 0。ᄢ

⟨L̃t u, g⟩ = lim
j
Ĩt(ψj, ηj) = Ĩt(u, g). (189)

考ብڋ ⟨L̃su, g⟩，ڪ上文，可জ ψj ∈ G (D(s))，܂ ψj → u ᕦ H2
s 中，

ط⛗ L̃sψj → L̃su ᕦ H0
s 中。ᤳᗅ對 g ∈ Ht，ڍজ ηj പ前，ࣀ

⟨L̃su, g⟩ = lim
j
(Ĩs(ψj, ηj)− Ej)

= Ĩs(u, g)− E.
(190)

ㅙⴁㆫ‏㘕 E ≡ limj Ej，Ej ≡
∫
∂D(s)(Dνψj)ηj。一⠳ᗅݣ E ̸= 0。ㅙ個

E ໳ᖹ上ㄻ幾何理 中ᐊࢱ的ز❪ᅥ„的量。ዶ(186)ڝ式ဉ঱ࡑ⎶的ဍܧᖹ
E，ٸ८

⟨L̃su, g⟩ = ⟨L̃t u, g⟩ − E. [╴঻(189)與(190)ࡑ式] (191)

কᩅሢ，জ g = u ∈ Hs ⊂ Ht ᗅ，ࣀ Ej = 0，∀ j，⛗ᙋ

⟨L̃su, u⟩ = Ĩs(u, u) = Ĩt(u, u) = ⟨L̃t u, u⟩, (192)

ㅙܧᖹ(183)式ዶ㕭的㓉ܪ。

§7 Sobolev space Ht 的ㅣ☩性

§7.1 㓉㏊的܍子

٧່上，዗ݛᙋ Three closure theorem（三㒏ब定理）。ⷜ

F1(D) := {f ∈ C∞(D) ∩ C1(D) ; f |∂D = 0}. (193)
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⇈ C∞c (D) ⊂ F1(D) ⊂ F(D)。ㅙ三個࢖ᔶ⍯㒘஽ C∞-架構中ᄙز一ᡤ，
ۑ C∞c (D)，F1(D)∩W 1,2(D) 與 F(D)∩W 1,2(D) 三⛒஽ W 1,2(D) 中的
closure，ॴᖹℨি的࢖ᔶ⍯㒘。ㅙ٧㖩常ᙋ⿃，值ᄢ዗ݛ⢓⽑ℨ…篇ဿ܉⺮
ᖢ。對ᕦᙋ volume constraint（㞒積ࢶ㓲）的ᇬᨥ，㙑ۋ的結論ٛ一ᡤᤲ
≋。ᘼᙋ⿃的ᖹㅙ結論 稱為ذڝ] Observation Z] ໛ዖ為዗ݛ⺮ᖢ引理 A 的
基礎，ٛ஘ᤳᏯ໢࢕特徵值 λk(t) 與 ‹λk(t) 的ㅣ☩性及本章㓉ᕦ Jacobi 場
分ۓ的و要定理。

዗ݛ໛⺮ᖢ一ㅣل的定理：

定理 A 要定理，Huang–Linو) [H-L]) ⷜ Mn # Rn+1 為常均曲率曲面
(cmc hypersurface)。考ብ Mn 上的 C0-ㆇಣᕳ D = {D(t) ⊂ Mn ; t ∈
[0, b]}，其中 D(t)為（Ⴔ⚈）Lipschitz domain，其 topological type㔭⦯
t 可ڝᔋ變。對ڨ何 k > 1，๩஽ domain D(t)，其上ᙋ (㖩㕥的) Jacobi
場，܂ᄢ

D[λk−1 = 0] ⊂ D(t) ⊂ D[λk+1 = 0]. (194)

ᘼ᭬≋的⸱，考ብ D(t) 上࢕Ἡ的ẹ⎦ Jacobi 場，其中 t ∈ [tk−1, tk]，ࣀ
其◭個ᔶ µk ᮸⿎(96)式，ٸ८

0 < mk−1 +mk − 1 6 µk 6 mk−1 +mk + 1, (195)

⛗… k = 1，µ0 = 0。ㅙⴁ mk 為 λk 的 multiplicity。

⺮ᖢ： 基ᕦ定理 8 與ذڝ定理 B。 �

定理 B (特徵值的ㅣ☩性) ⷜ Mn 與 D പ定理 ࣀ， stability operator L
與 ‹L ஽ D(t) 上的特徵值 λk(t) 與 ‹λk(t) 對 t ㅣ☩，⛗ط㔭⦯ t ୼᜜ذ㓯。

⺮ᖢ： ⵼前文 §6.4 定理 10 與 §6.5。論⺮中㕭ࢮ用 Sobolev ⍯㒘的ㅣ☩性
(定理 C)。 �
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定理 C (Sobolev ⍯㒘的ㅣ☩性) ⷜ Mn 與 D പ定理 ，Ht ≡ H(D(t))

為 D(t) 上 “ㆫ‏值” 為 ᙋط，0 volume constraint 的 Sobolev ⍯㒘 [其定
⚈⵼ §6.1 及(108)式]。ጭ Ht ℶዖ Hb 的 subspace，∀ t 6 b。ࣀ

Ht =
∩
r>t

Hr; Ht =
∪
s<t

Hs, (196)

ᤳ८ Ht 對 t ㅣ☩。其中 “( )” Ⲯ：஽ Hb 中জ ( ) 的 closure。對ᕦᨇᙋ
volume constraint 的ᇬᨥ，Sobolev ⍯㒘 Et ≡ E(D(t)) ٛ一ᡤ對 t ㅣ☩。

⺮ᖢ： ⵼ §7.4。論⺮中㕭用ࢱ Observation Z. �

Observation Z 　 (Three closure theorem) ⷜ D 為 Riemannian 流形
Mn 上的（Ⴔ⚈）Lipschitz domain，ࣀ

E(D) = W 1,2
0 (D), (197)

H(D) = Gc(D) ஽ W 1,2(D) 中的 closure, (198)

其中 E(D) 與 H(D) ⵼(108)式，⛗

Gc(D) := {g ∈ G(D) ; supp g ⊂ D}. (199)

ᩅⷑ 17 ஽一⠳ Sobolev 理論中，ㅚ常ጭ C∞c (D) ஽ W 1,2(D) 中的 closure
ⷑዖ W 1,2

0 (D)，ۑ E(D) 為 F(D)∩W 1,2(D) ஽ W 1,2(D) 的 closure，ዶ
式໳ᖹDirichlet(197)ڝ case（८ᨇᙋ㞒積ࢶ㓲）的 Three closure theorem，
஘為 F1(D)∩W 1,2(D) Ⳝ೽஽ C∞c (D) 與 F(D)∩W 1,2(D) 中㒘。⠋ᕦᙋ
㞒積ࢶ㓲的ᇬᨥ，結論ٛ一ᡤ。

ᩅⷑ 18 W 1,2
0 (D)其່ٛ⏮ᕦ {f ∈ W 1,2(D) ; f ஽ ∂D 上的 trace 為 0}，

其中 trace ໳ᖹ Sobolev ᔶ஽࢖ ∂D 上的 “ㆫ‏值”。 ᕦ Sobolev ᔶন࢖
ᖹ L2-࢖ᔶ，஽ zero-measure set ∂D ᴷሢ⚈，ዶڝ Sobolev 值‏ᔶ的ㆫ࢖
ᅂ㘘থ行定⚈。ℨ㓉⇈⺻可參考 Evans–Gariepy [E-G] 與 Hu [Hi]。

對ᕦ Observation Z，዗࠺ݛ⺮ᖢຄ的໽㇨形式，८ Lemma A，ٸ
८࠺考ብ standard Lipschitz simple domain (U,Γ, V )，ᵂᄝ用 partition
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of unity ጭ໽㇨形式ᔲ঻ዖ一⠳形式。ⷑᄢ஽定⚈ 7 ُᄝ዗ݛᐊㅺ：ㅚ 
coordinate map φ，「஽ Rn 上的 (U,Γ, V )」可⠆ 的ⶀ為「஽ Mn 上的
Lipschitz simple domain」，চُٸᵂ。

一⠳╏定 (U,Γ, V )，዗ݛ可ڝ用向ࡏᔈ◞的方式，⸽ᔲ U 與 V，܂ᄢ

U = {(x, r) ∈ Rn ; x ∈ V, u(x) < r < v(x)}, (200)

⛗ Γ = {(x, u(x)) ∈ Rn ; x ∈ V ط{ V = {(x, 0) ∈ Rn ; x ∈ V ⊂ Hn−1}，
其中 Hn−1 為 Rn 中的ᛕ個 hyperplane。ⷜ L > 0 為 u = u(x) 的
Lipschitz 常ᔶ。থ外ࡢㆎ…⸽ᔲ coordinate map，可ڝজ U 上的௕標
(x, r) ܂ r-曲線⃞為௯℥ᕦ V 的測地線。዗ݛ稱 Mn 上╱ㅙᡤᔈ◞與⸽ᔲ
ㅺ的 (U,Γ, V ) 為標᭬ (standard) Lipschitz simple domain。ذ文ᐊࢱ的
(U,Γ, V ) ㇹᖹㅙᡤ標᭬ह的 triple。

Lemma A (Observation Z 的໽㇨形式) ஽ (U,Γ, V ) 上╏定 f ∈
C∞(U) ∩ C0(U ∩ Γ)。ⷜ f |Γ = ط⛗，0 f ∈ W 1,2(D)。ⷑ

C∞Γ (U) := {h ∈ C∞(D) ; supph ∩ Γ = ∅}, (201)

ࣀ ∀ ε > 0，∃h ∈ C∞Γ (U)，܂ᄢ

∥f − h∥2W 1,2(U) < ε. (202)

⺮ᖢ： Step 1. ⷜ δ > 0，考ብ

Nδ := {(x, r) ∈ U ; x ∈ V, u(x) < r < u(x) + δ}. (203)

㆚ δ = 4δ，δ 㔭ᄝ஘ ε ⛗᧲定。考ብ u = u + 2δ，及 u 的 C∞-ㅮㄨ࢖ᔶ
w = w(x) പذ：

w(x) :=

∫
V
u(y)φα(y − x) dy, x ∈ V, (204)

其中 α ᖹ個ᄙ小的ᤲᔶ，

φα(x) :=
1

αn−1
φ
(x
α

)
, (205)
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⛗ φ ∈ C∞(Hn−1) 為࡛௲的 mollifier ⠆ 的向外ᓙൃزݛᔶ。ㅙⴁ዗࢖
࠷ U，V 與 u(x) 的定⚈域，܂ w(x) ஽ ∂V 㓫ㄨ❪ᙋᖢ≋的定⚈ (well-
defined)。∀x ∈ V，ᖧ⇈

|w(x)− u(x)| =
∣∣ ∫

V
(u(y)− u(x))φα(y − x) dy

∣∣
6
∫
Bα(x)

L · |y − x| · φα(y − x) dy 6 L · α = δ.

(206)

ㅙⴁ㆚ α = δ/L，⛗ Bα(x) ᎀ V 上ڝ x 為中ᅁ，α 為क़ᄟ的 (n−1)-Ἥ。

ள 30.8

Step 2. 定⚈ η ∈ C∞(U) ܂

η(x, r) := η0
(r − w(x)

δ

)
,

其中 η0 ∈ C∞(R)Ⲯㅚ常⚪ቜ܂用的 cut-off࢖ᔶ，܂ η0(x) ≡ 1，∀x > 1；

0 6 η0(x) 6 1，∀x ∈ [0, 1]：⛗ η0(x) ≡ 0，∀x 6 0。㙜ᵂ，η ≡ 1 ஽
U − Nδ 上；0 6 η 6 1 ஽ Nδ 上；⛗ η ≡ 0 ᕦ Nδ 中。ⷑᄢ δ = 4δ。

⚈定ڋ
h := f · η ∈ C∞Γ (U), (207)

ⷅۄ⛗ f − h 的 Sobolev norm പذ：∫
U
|f − h|2 =

∫
Nδ

|f(1− η)|2 6
∫
Nδ

f 2 6 C
( ∫

Nδ

|Df |2
)
· δ2, (208)
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其中最ᄝ的ز⏮式໛஽ㅙ Lemma A ُᄝ的 Lemma B 中⺮ᖢ。িᗅ，∫
U
|Df −Dh|2 =

∫
Nδ

|Df(1−η)−f(Dη)|2 6 C
( ∫

Nδ

|Df |2+f 2|Dη|2
)
,

(209)
ᤳᄝߠ上式中࢕Ἡ的ܪᔶ C，໛Ⲯ⊠ز定的常ᔶ，與 δ、(x, r)、࢖ᔶ f、h

⏮ㇹᴷ㓉，܍പ C 為 2C，為 2，為 L，為 1+L2 ⏮⏮，নᖹ為٥ㆡ࠾與Ꮺ
ⷈ中的⻌題ᴷ㓉▚要的常ᔶ。ᩅሢ

∫
U |Df |

2 < ∞，理 ᖹ f ∈ W 1,2(U)。

ᖧ⇈

P (δ) :=

∫
Nδ

|Df |2 → 0, … δ → 0. (210)

ⷜ(209)式最ᄝ一㘕ⷑ為

W :=

∫
Nδ

f 2 · |Dη|2. (211)

ㅙᖹ዗ݛ要ۄⷅ的㓉㏊㘕，ٛᖹ最㕛ۄⷅ的一㘕。஽ذڝ Step 3 中，዗ݛ
໛⺮ᖢ

|Dη|2 6 C

δ2
. (212)

ᵂᄝࢮ用ذㄻ的 Lemma B，ᄢ⺮

W 6
( ∫

Nδ

f 2
)C
δ2

6
( ∫

Nδ

|Df |2
)δ2
2
· C
δ2

= CP (δ)→ 0 (213)

… δ → 定╏ڋ。0 ε > 0，╴上ዶㄻ，዗ݛ可ڝ㆚ᒷ δ > ᄢ܂，0

∥f − h∥2W 1,2(U) =

∫
U
|f − h|2 +

∫
U
|Df −Dh|2 < δ. (214)

Step 3. ᖧ⇈

|Dη|2 = 2
(
|Dxη|2 +

(∂η
∂r

)2)
= 2
[
η′0
(r − x(x)

δ

)]2((−1
δ
|Dxw|

)2
+
(1
δ

)2) 6 2C1

δ2
(1 + |Dxw|2),

(215)
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其中 C1 為 |η′0|2 的上‏，ຄ與 δ ᴷ㓉。ڋ⺮

|Dxw| 6 L. (216)

╏定 x ∈ V，對ᕦ⿎೭Ꮽㄨᕦ x 的㦻 z ∈ V，዗ݛ可ۄڝ算ᄢ

|w(z)− w(x)| =
∣∣ ∫

V
u(y)φα(y − z) dy −

∫
V
u(y)φα(y − x) dy

∣∣
=
∣∣ ∫

Bα(z)
u(z + ζ ′)φα(ζ

′) dζ ′ −
∫
Bα(x)

u(x+ ζ)φα(ζ) dζ
∣∣

=
∣∣ ∫

Bα(0)
|u(z + ζ)− u(x+ ζ)|φα(ζ) dζ

∣∣ 6 L · |z − x|.

(217)

⻢ z → x，ᄢ(216)式。஘ᤳ

|Dη|2 6 2C1
1 + L2

δ2
=
C

δ2
. (218)

�

Lemma B ⷜ (U,Γ, V ) 為一個 Lipschitz simple domain [⵼定⚈ 6A
與(200)式]。對 δ > 0，ⷜ Nδ Ⲯ Γ ஽ U 中的 δ-㈨域 [പ(203)式]。╏定
Sobolev ᔶ࢖ f ∈ W 1,2(U)，ⷜ f ∈ F(U)，ࣀᙋۄⷅ式∫

Nδ

f 2 6
( ∫

Nδ

|Df |2
)
· δ

2

2
, (219)

其中 P (δ) :=
∫
Nδ
|Df |2 → 0，… δ → 0。

⺮ᖢ： ⷑ f = f(x, r)，x ∈ V ط u(x) < r < u(x)+δ。জ r = r−u(x)，
ࣀ ∫

Nδ

f 2 drdx =

∫
V

( ∫ δ

0
f(x, r)2 dr

)
dx

=

∫
V

∫ δ

0

( ∫ r

0
fr(x, s) ds

)2
drdx ≡ I,

(220)
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其中 fr Ⲯ
∂f
∂r。ۑ( ∫ r

0
fr(x, s) ds

)2 6 ( ∫ r

0
f 2r ds

)
· r 6

( ∫ r

0
|Df |2 ds

)
· r. (221)

஘ᤳ，

I 6
∫
V

∫ δ

0

( ∫ r

0
|Df |2 ds

)
r drdx

=

∫
V

( ∫ δ

0
|Df |2 ds

)( ∫ δ

0
r dr

)
dx

=

∫
V

( ∫ δ

0
|Df |2 ds

)
dx · δ

2

2
=
( ∫

Nδ

|Df |2
)
· δ

2

2
.

(222)

ᩅሢ上ㄻ (x, r) 7→ (x, r) 的௕標變ᐓؾ㖩 diffeomorphism。ۑ஘ⷅ算ㅺ程
中ন᪴及 Fubini 定理的運用，「ᖹزᖹ diffeomorphism？」٧່上ᴷ㓉▚
要。 �

ⷅ(211)式的ۄ W =
∫
Nδ
f 2 · |Dη|2，對ᕦ Observation Z 的⺮ᖢ㖩常

㓉㏊。࠺ℶ໽㇨形式，㓉ᩅ最⑸૔的一維 domain，८ Mn 中的 n = 1，

໳တ╱⠛ਃℊᵂ。܍പ考ብ：U = 㒐ॐ㒘 (0, a) ⊂ R1，⛗ f(r) = rα，

r ∈ (0, a) ⛗ 1/2 6 α < 1。⇈ limr→0
∂f
∂r = ∞。㙜ᵂ f ∈ W 1,2(U) iff

1/2 < α。對 f(r) = rα，℥Ꮽۄ算其 W 值：⇈… f(r) = r2/3 ᗅ，ᄢ
W = Cδ1/3。⛗… f(r) = r3/5 ᗅ，W = Cδ1/5。⠋ᕦ α = 1/2 ُᗅ，८
f(r) = r1/2 ᗅ，W ⦯ᴷ法㔭ࣀ δ ⿆ᕦ 0，ᘼㅽ論要Ꮾࢶຄ的 order：∫ δ

0
f 2r dr =

1

4

∫ δ

0

1

r
dr =∞,

ط⛗

W =

∫ δ

0
f 2 · |Dη|2 dr =

( ∫ δ

0
r dr

)
· C
δ2

=
C

2
, (223)

ㅙᖹ㖩㕥的常ᔶ，زᙇ㔭 δ 一起⿆ᕦ 0。

থ一方面，… n > 1，domain U 的ㆫ‏ Γ ᖹ৐ Lipschitz ⷅۄ變ዖࣀ
W 的㓉㏊。܍പ考ብ n = 2，V = (−1, പނ。(1 Γ ᖹز Lipschitz，⻉
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പ⸱ u(x) = |x|β，其中 0 < β < ᄢ܂，1 Γ ஽ x = 0 ⬦ᖹ個 cusp。[⵼
ள ㅮㄨࣀ，[30.9 u(x) 的 w(x) 其 |Dxw| ‏ᴷண定上ؾ L，⛗… δ → 0

ᗅ，|Dxw| ⿆ᕦᴷ⎓，஘ᤳ |Dη|2 6 C/δ2 的ۄⷅزዖ⎦。ㅙἩ⼊的幾何ሢ
⚈ᖹ… δ → 0 ᗅ，r = w(x) 的切線 τ 幾ّ平行ᕦ r-曲線，ㅙ܂ᄢ |Dxη|2
஽㔜⌘ (order) 的ሢ⚈上，大ᕦ C/δ2。ᵂ⛗，പᚵ Γ ᖹ Lipschitz，ࣀ
r = u(x) 的 Lipschitz ᝖ڦ，ᙇㅮㄨ其切線 τ 與 r-曲線݀፽一個㖩㕥的⶜
ႂ。஘ᤳ |Dη|2 可ڝᏮࢶപ(212)式，其ۄⷅ的細␴တᔠᖢപ(215)式。

ள 30.9

Ἡڋ዗ݛ用 partition of unity ໽㇨形式ڝᔲ঻܉ (Ui,Γi, Vi) ৬Ἡ的
Lemma A。

§7.2 Observation Z 的⺮ᖢ

Step 1. 對᥺一㦻 p ∈ ∂D，஽Mn中জ一 open set Ũp܂ᄢ p ∈ Ũp ⊂Mn。

஘ ∂D 為 compact，ᔒ ∂D 的 cover {Ũp ; p ∈ ∂D} ๩஽ {Ũp1, . . . , Ũpm}，
其中 pj ∈ ∂D。ᩅሢ ∀ j = 1, . . . ,m，Ũpj ∩ D ᙋ可❪ᖹᙋ㓲೫個 com-
ponents U1, U2, . . . , UF 的 disjoint union，⛗ط᥺一個 component ㇹᖹ
simple domain。考ብዶᙋㅙٱ Upj 中的 components，j = 1, . . . ,m，⛗
ጭຄݛ㊞ᕞᔋⷑዖ

U1, U2, . . . , Uν, (224)

⛗ⴕ࢕ۥ一⓻ࢦ的 Lipschitz simple domain (Ui,Γi, Vi)，其中 ∂D ⊂∪ν
i=1 Γi。⢴ᖅ࠺ㆎ…的ࡏ◞ Ũpj，዗ݛ可ނڝ定᥺個 (Ui,Γi, Vi) ⃞為

“standard” Lipschitz simple domain [പ(200)式]。ⷜ Q := D − (U1 ∪
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U2∪· · ·∪Uν)。জ U0 ஽ D 中 open ط Q ⊂ U0 ⊂⊂ D，ᄝ⛒८ᎀ U 0 ⊂ D

ُሢ U 0 ⊂ D。ⷑ U ′i := Ui ∪Γi，∀ i = 1, . . . , ν。ࣀ {U0, U1, . . . , Uν} 為
D 的 open cover，⛗ط {U0, U

′
1, . . . , U

′
ν} 為 D 的 cover。

Step 2. Ἡڋ對 {U0, U1, . . . , Uν} ⴕۥ一個 partition of unity，ۑ㕭ጭ
᥺一個 Ui ዖ◞ࡏࡢ Gi。዗࠺ݛ定⚈一個 “ℨ對ᕦ D 的ࡏ◞” 的概念പ
…：ذ A 與 B ⃞ open in D，⢴ᙋ Mn 上ࡑ open sets Ã 與 B̃，܂ᄢ
A = Ã∩D，B = B̃ ∩D，⛗ط஽ Mn 中 Ã ⊂⊂ B̃，ࣀⷑ Ã :⊂⊂ B̃。জ
K1 := D−{U2 ∪U3 ∪ · · · ∪Uν ∪U0} ⊂ U1。কজ G1 ஽ U1 中 open，ط
K1 ⊂ G1 :⊂⊂ U1。ি理，জ K2 := D−{G1∪U3∪U4∪· · ·∪Uν∪U0} ⊂
U2。ࡢজ G2 ஽ U2 中 open，ط K2 ⊂ G2 :⊂⊂ U2。പᤳ㙑Ꮿ，জᄢ
Gi :⊂⊂ Ui，∀ i = 1, 2, . . . , ν。最ᄝজ open set G0 ⊂⊂ U0，܂ G0 ⊃
D−{G1∪· · ·∪Gν}。዗ݛᄢࢱD 的থ一個 open cover {G0, G1, . . . , Gν}。
[⵼ள 30.10]。

ள 30.10

何ڨ對ڋ i = 0, 1, . . . , ν，定⚈ ψi ∈ C∞(D)，܂ᄢ ψi ≡ 1 ஽ Gi 上；
ψi ≡ 0 ஽ D − Ui 上；⛗஽全 D 上ᙋ 0 6 ψi 6 1。ຨᖧℶ࢕：∀ p ∈ D，
∃ψi ᄢ܂ ψi(p) = 1，ᤳ஘ {G0, G1, . . . , Gν} cover D 本ろ。ዶڝ，஽ D

上 ψ0+ψ1+ · · ·+ψν > 1。জ φi := ψi/(ψ0+ψ1+ · · ·+ψν) ∈ C∞(D)。

዗ܧݛᄢࢱ partition of unity

1D = φ0 + φ1 + · · ·+ φν, (225)
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其中 suppφi ⊂ Ui，∀ i = 0, 1, . . . , ν。

Step 3. ╏定 f ∈ F(D) ∩ W 1,2(D)，዗ݛ८໛⺮ᖢ：∀ ε > 0，∃h ∈
C∞c (D) ᮸⿎

∥f − h∥W 1,2(D) = O(ε), (226)
ㅚ常 O(ε) Ⲯ⊠ᛕ個量 O(ε)，ㅙ個量᮸⿎ O(ε) → 0 … ε → 0。ক
o(ε) Ⲯ⊠ᛕ個量ࣀ o(ε)，ㅙ個量 o(ε)/ε → 0。  Lemma A，⇈ ∀ i ∈
{1, 2, . . . , ν}，∃一個 cut-off function ηi ∈ C∞Γi

(Ui)，܂ᄢ ∥f−hi∥W 1,2(Ui) =

O(ε)，其中 hi := f · ηi。ڋⷜ h0 := f |U0
∈ C∞(U0)，ؾ定⚈

h := φ0h0 + φ1h1 + · · ·+ φνhν, (227)

ࣀ h ஽ D 上 smooth。㙜ᵂ，suppφ0h0 ⊂ U0 ⊂⊂ D，hi = f · ηi ∈
C∞Γi

(Ui)，ط suppφihi ⊂⊂ D，∀ i = 1, 2, . . . , ν。஘ᤳ supph ⊂⊂ D ⛗
⇈ h ∈ C∞c (D)。ຨᖧℶ࢕

f − h = φ1(f − h1) + · · ·+ φν(f − hν), (228)

ᤳ஘ φ0(f − h0) ≡ ⷅۄڋ。0 ∥f − h∥2W 1,2(D) പذ：

∥f − h∥W 1,2(D)

6 C
ν∑
i=1

{ ∫
Ui

φ2
i |f − hi|2 +

∫
Ui

φ2
i |Df −Dhi|2 +

∫
Ui

|Dφi| · |f − hi|2
}

6 C
ν∑
i=1
∥f − h∥W 1,2(Ui) = O(ε),

(229)
ᤳ஘ φ2

i 與 |Dφi|2 ஽ Ui ُ外全⏮ᕦ 0，ক φ2
i 6 1 與 |Dφi|2 < C，⃞

與 ε ᴷ㓉。ᩅሢ(229)式最ᄝ的ز⏮式᭨⠆ Lemma A。஘ᤳ዗ݛ⺮ᄢ٥
Observation Z 的第一式（८(197)式）：

E(D) = W 1,2
0 (D). (230)

Step 4. Ἡ஽዗ݛᅂ㘘ᙋ volume constraint 的ذ Observation Z，८其第
二式（८(198)式）：

H(D) = Gc(D) ஽ W 1,2(D) 中的 closure. (231)
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要⺮ᄢ：╏定ݛ८዗ٸ f ∈ H(D) ≡ G(D) ∩W 1,2(D)，∀ ε > 0，∃‹h ∈
Gc(D) ᄢ܂

∥f − ‹h∥W 1,2(D) = O(ε). (232)

዗ڍݛᵂজ Step 2 中的 hi := f · ηi ᕦ Ui 中，i = 1, 2, . . . , ν。⛗طজ
h0 := f ᕦ U0 上。ڋ定⚈ η0 ∈ C∞(U0) ܂ η0 ≡ 1 ᕦ U0 上，⛗জ

η := φ0η0 + φ1η1 + · · ·+ φνην. (233)

জ δ > ܂，0 δ > 4δi，∀ i = 1, 2, . . . , ν，其中 δi > 0 പ前。ক考ብ
Dδ := D −Nδ ⊂⊂ D，ㅙⴁ Nδ 為 ∂D ஽ D 中的 δ-tubular ㈨域。ⷜ h

 (227)式╏定，ؾজ ‹h := h− µη; µ :=

∫
D h∫
D η

. (234)

㙜ᵂ，h = φ0f + φ1fη1 + · · · + φνfην = fη ∈ C∞c (D)，⛗(234) ط式
⇈
∫
D
‹h = 0。஘ᤳ ‹h ∈ Gc(D)。

Step 5. ᩅሢ µ 可ڝ㔭⦯ δ ⛗ᄙ小： ᕦ f ∈ G(D)，⇈
∫
D f = 0，∣∣ ∫

D
fη
∣∣ = ∣∣ ∫

Dδ

f +

∫
D−Dδ

fη
∣∣ = ∣∣( ∫

D
f −

∫
D−Dδ

f
)
+

∫
D−Dδ

fη
∣∣

=
∣∣ ∫

D−Dδ

f(−1 + η)
∣∣ 6 ∫

D−Dδ

|f |.

(235)

  Lemma A ⇈∣∣ ∫
D
fη
∣∣2 6 ( ∫

Nδ

|f |
)2 6 ( ∫

Nδ

f 2
)
· |Nδ| 6 C(P (δ) · δ2) · δ. (236)

஘ᤳ

|µ|2 =
∣∣ ∫

D fη
∣∣2∣∣ ∫

D η
∣∣2 = o(δ3)→ 0, (237)
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… δ → 0 ᗅ。ᕦᖹ዗ݛᙋ٥പذ的ۄⷅ：∫
D
|f − ‹h|2 6 C

( ∫
D
|f − h|2 +

∫
D
|µη|2

)
6 C

∫
D
|f − h|2 + o(δ3),

(238)∫
D
|Df −D‹h|2 6 C

( ∫
D
|Df −Dh|2 +

∫
D
µ2|Dη|2

)
. (239)

ᄢ

∥f − ‹h∥2W 1,2(D) 6 C
(
∥f − h∥2W 1,2(D) + µ2

∫
D
|Dη|2 + o(δ3)

)
. (240)

用(218)式ࢮ |Dη|2 的ۄⷅ與(241)式，⇈上式 µ2
∫
D |Dη|

2 = o
(
δ3 · 1

δ2

)
=

o(δ) → 0，… δ → ஽ۑ。0 Step 3 ዗ݛတ⺮ᄢ(229)式，ᔒ (243)式᤼┋
ᄢዶ᧋(232)式。஘ᤳ，Observation Z ⺮ᖢ຋ዖ。 �

§7.3 Observation Z 的第二⺮ᖢ

Observation Z 的第二⺮ᖢ，ᖹጭঈ܉╏定஽ Lipschitz domain D 上的
問題，᤼╏為 smooth domain D̃ ُ上，܂ᄢ D̃ ⊂⊂ D，⛗ط S := ∂D′

⦜஽
(∂D)δ := {p ∈ D ; dist(p, ∂D) < δ}, δ > 0 (241)

ُ中。對 S 上一㦻 p，考ብ map : x ∈ S α7−→ x + tν ∈ D̃，其中 t ∈ R，
t > ط，0 ν = ν(x) 為 S ஽ x 㦻ᎀ向 D̃ ㇨的ࡏ unit normal。ⷜ t0 > 0

為最小的 t，܂ map α ஽ x 㦻為 singular，ᤳᗅ稱 p̃ = x + t0ν(x) 為 x

㦻ᗅ的 focal point，ⷑ s(x) := t0。定⚈ s 的 focal distance

s := min{s(x) ; x ∈ S}. (242)

പᚵࡏ◞的 D̃，其ㆫ‏ S 的 focal distance s ᮸⿎ s > Cδ，C 與 δ 及 x

ᴷ㓉，ࣀ዗ݛ❪ⴕ࢕ۥ η̃ ∈ C∞c (D)，其 |Dη̃|2 可ڝⳜᏮࢶ，പ前ዶㄻ，其
中 η̃ ≡ 0 ᕦ t 6 δ；0 6 η̃ 6 1 ᕦ δ 6 t 6 2δ，⛗ط஽ D 上的其ڑ地方⃞
η̃ ≡ 1。
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╏定 f ∈ F(D) ∩W 1,2(D)х∀ ε > 0，জ h := f · η̃，可ڝ㆚জ⿎೭小
的 δ > 0，⛗⺮ᄢ

∥f − h∥W 1,2(D) = O(ε), (243)
ㅙᖹذڝ要ޏ的٧。ᩅሢ：與第一⺮ᖢ一ᡤ，∂D 的 Lipschitz ᝖ڦᖹᏮ
ࢶ |Dη̃|2 的㓉㏊᝖܍。ڦപ：考ብ n = ໽㇨的考ብط⛗，2 (U,Γ, V )，

Γ ⊂ ∂D 為 r = u(x) = |x|α，x ∈ V，的࢖ᔶள形，其中 0 < α < 1。

ዶڝ஽ x = 0 㦻ᙋ cusp (x, r) = (0, 0)，പள 30.11，其中 (x, r) Ⲯ D

஽ cusp (0, 0) 㦻㓫ㄨ的໽㇨௕標，নᖹㅙⴁ ∂D 㖩ؾ Lipschitz，⛗ط
focal distance s = o(δ)。ز㕛ℶ࢕ |Dη̃|2 ̸= O(1/δ2)，஘⛗… δ → 0 ᗅ，
|Dη|2δ2 →∞。஘ᤳ஽ㅙ個܍子中，h ≡ f · η̃ ᕦ⿆زؾ f ᕦ W 1,2(D) 中，
… δ → 0。

ள 30.11

Lemma C ╏定 Lipschitz simple domain (U,Γ, V ) 與一小ᤲᔶ δ > 0。

പ Lemma A 的 Step 1，জ r = u(x) = u(x) + 2δ，x ∈ V。考ብ࢖ᔶ
u(x) 的 smooth ㅮㄨ࢖ᔶ wα(x)，പ Lemma A 中的(200)式。為٥⑸हⷅ
算ൃزⷜ n = 2，㆚ α = δ/L，可໢ᄢ：

(i) |wα(x)− u(x)| 6 L · α = δ，ط

|w′′α(x)| 6 C2L
2/δ, (243)

其中 C2 := max{φ′′(x) ; −1 6 x 6 1}，L 為 u(x) 的 Lipschitz 常
ᔶ，⛗ φ 為一⠳標᭬ह的 mollifier。
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(ii) জ α = δ/L，ط C = 1/(C2L
ࣀ，(2 wα(x) 的 minimal focal dis-

tance s > Cδ。

⺮ᖢ： 其ⷅ算ᄙ℥Ꮽ：জ α = δ/L朶ࣀ (i) 中的第一ز⏮式८為(200)式；
ক第二ز⏮式(243)式ٛز㕛ۄ算。其中ᩅሢᙋ：∫

V
u(x)φ′′

(y − x
α

)
dy = αu(x)

[
φ′
(y − x

α

)]x+α
x−α = 0. (244)

⠋ᕦ (ii) 中的 s，ຨᖧℶ࢕

|k(x)| =
∣∣w′′α(x)/√1 + w′α(x)

2
∣∣ 6 |w′′α(x)| 6 C2L/α = C2L

2/δ, (245)

其中 k(x)Ⲯ⊠ r = wα(x)஽ x㦻的線曲率 (line curvature)。ℨ應的，曲線
r = wα(x)஽ڨ何 x ∈ V 㦻上的曲率क़ᄟ R(x)為 1/k > α/(C2L) = Cδ，

其中 C := 1/(C2L
2)。஘ᤳ，

s = inf{R(x) ; x ∈ V } > Cδ, (246)

ᤳ८為ዶ᧋。 �

Lemma C 對ᕦ一⠳的維ᔶ n，ٛᙇᙋ㙑ۋ的ۄⷅ。নᖹ⏗⬬ᙇ變ᄢ◱
ὰ。Ἡڋ዗܉ݛ຋ዖ Observation Z 的第二⺮ᖢ。ڍᵂ從໽㇨的 Lipschitz
simple domain (Ui,Γi, Vi) ⦯ዿ，ⴕۥ η̃i ∈ C∞Γi

(Ui)，i = 1, . . . , ν。പ
前ㄻ，考ብㅮㄨ r = u(x) 的 smooth surface Si，ㅙⴁ Si 為 r = wi(x)

的 graph，ⷑ Si 上的最小 focal distance 為 si。  Lemma C，∃C0，܂
0 < C0 < 1 ط si > 2C0δ，∀ i = 1, . . . , ν。定⚈ η̃i ܂

η̃i(p+ tν) = η̃0(t/(C0δ)), (247)

其中 η̃0 ∈ C∞(R1)為 R1 上標᭬的 cut-off ᄢ܂，ᔶ࢖ η̃0(x) ≡ 0ᕦ x 6 0；

0 6 η̃0(x) 6 1 ᕦ 0 6 x 6 ط⛗；1 η̃0(x) ≡ 1 ᕦ x > 1。জ hi := fη̃i，

∀ i = 1, . . . , ν。ߠ஽第一⺮ᖢㆼᡤ，引ࡎ partition of unity

{φ0, φ1, . . . , φν} (248)
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⚈定ؾ hപ(227)式，⇈ h ∈ C∞c (D)。㙜ᵂ |Dη̃i|2 = |Dtη̃i|2 6 C̃1/(C
2
0δ

2)，

其中 C̃1 Ⲯ |η̃′0|2 的上‏，與 δ ᴷ㓉。⺮ᖢ中ዶ࣓的㇨ک，基本上與第一⺮
ᖢℨি。⠋ᕦᙋ volume constraint（㞒積ࢶ㓲）的ᇬᨥ，ٛᖹ一ᡤ。

對ᕦࡑ⍀⺮ᖢ，Ἡ஽ޏ܉㦻◭結。ࡑ⛒ㇹ基ᕦࡑࢦذ個㓉㏊㦻：

(i) |Dη|2 與 |Dη̃|2 的ۄⷅ，基本上ㇹܛ⽼ ∂D 的 Lipschitz ᝖ڦጀᙋ可
❪。ᔅ፽ຄۄݛⷅ的論ㄻ，一為 Lemma A，থ一為 Lemma C。

(ii)… domainD ㅇहዖ 1維 (one-dimensional)，८ n = ࣀ，1 ∂D 的
Lipschitz ᝖ڦ೹ওሢ⚈，ᤳᗅ Observation Z 的⺮ᖢ，㓉㏊㦻變ዖ

∫
Nδ
f 2

的ۄⷅ，其論ㄻࣀ為 Lemma B。

዗ݛ可ڝ考ብ第三個⺮ᖢ：ٸ८ܛ幾何測ႂ論⬦理 Lipschitz domain D
ቜ用的ዿ法。ጭㆫ‏ ∂D ໽㇨ፔ平，ۑᤳᗅ η 與 h 要Ⴧዖ smooth，ࣀᖹ
ㅊزᏕ的ᕞࣸ⸴。ㅙጥည的細␴，⹇參考❘ٸ行的短文 [Hi]，ڑ⸁ள引用
Evans–Gariepy [E-G] 書中的結ᚵ (Cor. 1.5.1.6)，℥Ꮽۄ算(243)式。

§7.4 (引理 A 的⺮ᖢ)

዗ݛ┷ᕦࢱ܉本章ጥည上最஠㕛的㇨分: ㊫對 Sobolev ⍯㒘 Ht 的ㅣ
☩性，要㒐൜ㅩࡎ其⺮ᖢ的᜘ᅁ。஽ذڝ⺮ᖢㅺ程中，㔭ᗅ參㉀前ㄻ set-
continuity 的定⚈，及幾個㓉㏊的܍子，ጀ⵼ᄢ其ညസ。

Step 1 ᖢ⺮࠺ Ht =
∩
r>tHr : “⊂” ᄙᖢ㙜，஘為 Ht ⊂ Hr，∀ r > t。

চㅺ܉要⺮ᖢ “⊃”，዗ݛ໛ࢮ用 D(t) =
∩
r>tD(r) 。╏定 g ∈

∩
r>tHr,

㕛⺮ᖢز supp g ⊂ D(t)。理 ᖹ：

(i) 對ᕦ Mn 上的一個㒐㕂 (open set)V，⢴ V ∩D(t) = ϕ, ጣڝ可ࣀ
ࢱ r′ > t ᄢ܂ V ∩D(r′) = ϕ。ނⷜزᵂ，ࣀ๩஽ rn 與 xn，其中 rn > t，

⛗⿆ᕦ t，ط xn ∈ V ∩ D(rn)。㆚一個 convergent subsequence，為٥
方ڍ，ܧጭຄⷑዖ xn，܂ᄢຄ⿆ᕦ V 中的ᛕ一㦻 x0。╏定 r > t，๩
஽ N ᄢ܂ r > rn > t, ∀n > N。ᕦᖹ xn ∈ D(rn) ⊂ D(r) ⇈ᄢؾ，
x0 = limn xn ∈ D(r)。᜙ᓅ set-continuity，可ڝℶ࢕ x0 ∈

∩
r>tD(r) =
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D(t)。ㅙ໳ㆁ背٥ V ∩D(t) = ϕ 的ނⷜ。ᩅሢㅙᥦ論⺮زؾㆎ用ᕦ §5ள
30.4 的܍子，஘為ㆼ個܍子زؾ᮸⿎

∩
r>tD(r) = D(t) 。

(ii) ⷜ๩஽ނ Mn 中的一個㒐㕂 V，܂ᄢ V ∩D(t) = ϕ ط⛗， g ̸≡ 0

a.e. on V )。᜙ᓅ (i)，⇈ ∃r′ > t ᄢ܂ V ⊂Mn−D(r′)。ࣀ g /∈ Hr′，ㆁ
চ٥ g ∈

∩
r>tHr 的ނ定。஘ᤳ，supp g ⊂ D(t)。 ᕦ set-continuity, ⇈

D(t) 的ࡏ㕂 (interior) int(D(t)) = D(t)− ∂(D(t)) = D(t)− ∂(D(t)) =

D(t) 。஘ᤳ supp g ⊂ D(t) ط g ∈ L2(D(t))。

(iii) 㙜ᵂ
∫
D(t) g = 0，ᤳ஘ g ∈ Hr�∀ r > t；⛗ط supp g ⊂ D(t)。

Step 2 ࢕㕛ℶز g ᙋუ微分 hi := Dig ∈ L2(D(t))，∀ i = 1, · · · , n。٧
່上， ᕦ g ∈ Hr, ∀ r > t，๩஽ hi ∈ L2(D(r)) ∫ᄢ܂

D(r)
g ·Diφ = −

∫
D(r)

hi · φ, ∀φ ∈ C∞c (D(r)) (249)

ዖ⎦。࠺⸱ᖢ hi
∣∣
D(r)−D(t)

= ⷜᙋ㒐㕂ނ：0 U ⊂ D(r)−D(t) ᄢ܂ hi ̸≡ 0

a.e. on U。জ φ ∈ C∞c (D(r)) ᮸⿎ suppφ ⊂ U 與
∫
U hi · φ ̸= 0。ㅙ

與(249)式⇂ℭ, ஘為᜙ᓅ上ㄻ Step 1，式子的ဉ⎶ = 0 ⎶঱ۑ， ̸= 0。ᄢ
⇈ hi ∈ L2(D(t)) 為 g ஽ D(t) 中的უ微分，ᔒ g ∈ Ht。

Step 3 ዗ࢱ܉ݛㅙ個最細▼ٛ最ညസ的㇨分。ᤋ⺮ᄢ g ∈ Ht, ዗ݛ㕭⺮ᖢ
g 的 trace Tg ஽ㆫ‏ ∂(D(t)) 的值為 0。論⺮പذ:

(i) ஘ g ∈
∩
r>tHr，ᔒ๩஽ fn ∈ Gc(D(rn))，其中 rn ↘ t，܂ᄢ

∥fn − g∥2Hb
< 1/n, 其ဍ值⿆ᕦ 0，… n → 稱✎ڋ。∞ limn fn|∂(D(t)) =

0。ⷑ U ≡ D(b)−D(t)，ᄢ ∥fn∥2H(U) = ∥fn−g∥2H(U) 6 ∥fn−g∥2Hb
→ 0，

… n→∞。ᩅሢ：g ≡ 0 a.e. on U .

(ii) 一⠳܉⸱，╏定 f ∈ F(U),U ≡ D(b) − D(t),Γ ≡ ∂D(t) ∩ U，
዗ݛ可ڝ⺮ᄢ ∥f∥2L2(Γ) 6 ∥f∥2W 1,2(U)。ⷜ p ∈ Γ, B′ ≡ B(p, a/2) ⊂⊂
B ≡ B(p, a) ⊂ U , a > 0。কⷜ x = (x′, r) 為 B+ 上的 Lipschitz
coordinate , 其中 r

∣∣
Γ∩B = ط，0 B+ ≡ {(x′, r) ∈ B; r > 0} ⊂ U。定

⚈ ζ ∈ F(U) ᄢ܂， ζ = 1 ᕦ B′ 中，ζ = 0 ᕦ U − B；⛗ط 0 6 ζ 6 1
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஽ U ُ上。ᕦᖹ
∫
Γ∩B′ |f |2dx′ 6

∫
Γ∩B ζ|f |

2dx′ 6 −
∫
B+

∂
∂r(ζ|f |

2)dx 6
C
∫
B+(|f |2 + |Df |2)dx = ∥f∥2W 1,2(B+)。 ᕦ Γ 為▚▼，዗ݛ⺮ᄢ (ii) 一

㒐൜ዶ✎稱的ز⏮式。

(iii) ஘為 ∥fn∥2W 1,2(U) → 0，  (ii) ⇈
∫
Γ ∥fn∥

2 → 0。ᔒ fn ஽ L2(Γ)

上ᔈᔿᕦ 0。ዶڝ limn fn = 0, a.e. on Γ。ⷑ Γ′ ≡ ∂D(t)− Γ。᜙ᓅ set-
continuity的㓫ࣹ᝖ڦ： ∂D(t) = ∂(

∩
r>tD(r))，ᤳ८(??)式，዗ݛ⇈道：

Γ′ ᖹ ∂D(t) 與ዶᙋ ∂D(r) ㊞′的㇨ک，其中 r > t。ۑ fn ∈ Gc(D(rn))，

ᔒ fn ≡ 0 ᕦ Γ′ 上。ٸ८：஽ D(t) 的ᔲ個ㆫ‏ ∂D(t) 上，ᙋ limn fn = 0

。

(iv) 定஽≋زㆦݛ዗ۑ ∂D(t) 上，limn fn = 0，஘為 ∂(D(t)) $
∂D(t)，參⵼܍ 4 中的 D′I。ㅙᖹ引理 A 及本章و要定理的㓉㏊：ㆇಣᕳ
中的 domain D(t), 其 topological type ຨⷞ஘ t ⛗變動，ㅙപ何可❪？዗
஽⬦理ㅙ問題的㓉㏊。പᚵጭᤲݛ g ℶዖ D(t) 上的 Sobolev ℟ࢱ，ᔶ࢖
前዗ݛㆦز❪論ᕢ：஽ᔲ個 ∂D(t) 上，ᙋ trace Tg = limn fn = 0。ᩅሢ
஽܍ 4 中的 DI ُ中，℥線ᥦ L0 ⊂ ∂D(t) ब৕ᕦزؾ ∂D(t)。ۑ… DI
᮸⿎ set-continuity 的㓫ࣹ᝖ڦ，८ ∂(D(t)) = ∂D(t)，ࣀ⇈ limn fn = 0

on ∂D(t)，⛗ط஽ᔲ個 ∂D(t) 上，trace Tg = limn fn = 0。ㅙ໳⏮߾ᕦ
g ஽ D(t) 的ㆫ‏值為 0，஘ᤳᄢ g ∈ Ht。

(v) 為܂٥論⺮຋ᔲ，዗زݛኅ其ᵦ，對最ᄝㅙࡢ٧೫ࣹ⸱ᖢ：জ h :=

fnη − µη ，其中 η 為一ㆎ…的 cut-off ڪᔶ，ᵂᄝᡣ࢖ Observation Z 中
的論ㄻ，஽ Ht 中ۄⷅ ∥h − fn∥2。ຨᖧ⺮⇈ h ∈ Gc(D(t)) 可ڝ஽ Ht 中
ᴷ㓲Ꮽㄨ g，… n→∞ 。஘⛗ᄢ⺮ g ∈ Ht。ᩅሢ஽上ㄻۄⷅ中，(??) 式
的 f Ἡڋ㕭ڝڛ fn。ㅙ໳⺮ᖢ٥ Sobolev ⍯㒘ㅣ☩性的一क़，ٸ८⺮ᖢ٥
引理 A 中的前क़ Ht =

∩
r>tHr。

Step 4 ᖢ引理⺮ڋ A 的ᄝक़，८
∪
s<tHs = Ht。࠺⸱ᖢ “⊂”: ╏定

f ∈
∪
s<tHs。ᩅሢ”closure” ᖹ஽ Hb ُ中জᄢ，ㅙⴁ዗ڪݛ前ㄻ定⚈，ⶀ

Hs ⊂ Hb, ∀s 6 b。ຨᖧℶ࢕ supp f ⊂ D(t)。ނⷜزᵂ，ࣀ๩஽ Mn 中的
㒐㕂 U ⊂ D(b)−D(t)，܂ᄢ

∫
U |f |

2 = c > 0。  f 的ނ定，∃ s0 < t 與
h0 ∈ Hs0 ᄢ܂ ∥f − h0∥2Hb

< c/2。ㅙ與 ∥f − h0∥2Hb
>
∫
U |f |

2 = c ⇂ℭ。
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஘ᤳ f ∈ L2(D(t))。

Step 5 Ἡ஽܉⺮ᖢ f ∈ Ht：╏定 ε > 0, জ s < t 與 g ∈ Hs ᄢ܂
∥f − g∥Hb

< ε/2。᜙ᓅ Observation Z，Hs ⦜஽ Gc(D(s)) 的 closure ُ
中；ᩅሢㅙⴁ的 closure ᖹ஽ W 1,2(D(s)) 中জᄢ。஘ᤳᙋ h ∈ Gc(D(s))

ᄢ܂ ∥g − h∥Hb
< ε/2 ዖ⎦，其㒘 ∥ · ∥Hs

= ∥ · ∥Hb
， ∀s 6 b。ᄢ

⇈ ∥f − h∥Hb
6 ε，⛗ h ∈ Gc(D(s)) ⊂ G(D(t))。ㅙ໳⸱ᖢ٥ f ⦜஽

ыG(D(t)) ᕦ W 1,2(D(t)) 中的 closureь，ۑᄝ⛒८ Ht 。ዶڝ f ∈ Ht，ᤳ
८
∪
s<tHs ⊂ Ht。ㅙ⺮ᖢᅂ㘘☇╱ Observation Z ᖹ஘為一⠳ᗅݣ，ⷜ

D(s) ُ外的值為 0 ，G(D(s)) ब৕ᕦزؾ G(D(t)) ُ中，ۑ Gc(D(s)) ⊂
G(D(t)) ॴ൜┷ዖ⎦。ㅙ㘕⶛ແᄙ㊞要。

Step 6 ন࣓⺮ᖢ “⊃”。ㅙⴁ㕭用ࢱ set-continuity的第一᝖ڦ
∪
s<tD(s) =

D(t)。╏定 f ∈ Ht 與 ε > 0，᜙ᓅ Observation Z，๩஽ g ∈ Gc(D(t))

ᄢ܂ ∥f − g∥Ht
< ε。╏定 Mn 中的㒐㕂 W ᄢ܂ W ⊂ D(t)。ڪ Step 1，

ຨᖧℶ࢕ ∃ s′ < t ᄢ܂ W ⊂ D(s′)。⢴زᵂ，ࣀ ∀sn ↗ t, ∃ xn ∈
D(sn)

c ∩ W。জ {xn} 中的ᔈᔿ子序ࢦ，為ڍܧ⑸٥ⷑዖ {xn}。ⷜ
x0 = limn xn。╏定 s < t，ᙋ xn ∈ D(sn)

c ⊂ D(s)c，其中 n ೭大。ᕦᖹ
x0 ∈ D(s)c，ᤳ஘ D(s)c ஽ D(b) 為 close，⛗ D(b) 為 relatively com-
pact。ᄢ⇈ x0 ∈

∩
s<tD(s)c = (

∪
s<tD(s))c = D(t)c。ㅙ與 W ⊂ D(t)

⇂ℭ。 ᕦዶ╏的 g ∈ Gc(D(t))，⇈ supp g ⊂ D(t)。ܛ上ㄻ，⇈๩஽
s′ < t ᄢ܂ supp g ⊂ D(s′)。ዶڝ g ∈ Gc(D(s′)) ⊂ Hs′，ㅙ໳⸱ᖢ٥
f ∈

∪
s<tH(s)。ᕦᖹ዗ݛ⺮຋引理 A。 �

ᩅⷑ 19 ᙋ⿃的ᖹ：上ㄻ⺮ᖢ中的 Step 1 與 Step 6，對一⠳的ㆇಣᕳ，
其論⺮زؾዖ⎦。܍പ஽ §5ள 30.4 中考ብㆼ個 open ball V，ন要 r >

t，V ㇹᴷ法與 D(r) 㔠㕚。ি一個ள܍中的 W，對ᕦڨ何 s < t，ٛ
ㇹ與 D(s) ℨٶ。ዶڝ上ㄻ⺮ᖢ中的 Step 1 與 Step 6 的論ㄻ，ؾ㖩
trivial。٧່上，ㆼ個ள܍，ㅣ Hausdorff ㅣ☩ㇹزᖹ，…ᵂٛز᮸⿎
set-continuity。值ᄢᩅሢ的ᖹ：上ㄻ⺮ᖢ的 Step 1 與 Step 6，ᤲഥ⺮ᖢ
٥：ыset-continuity⇒Hausdorff ㅣ☩ьㅙۑ。٧ڦচُزᵂ。§5 ܍ 4 中
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的 DI 與 D′I ㇹᖹᙋ⿃的চ܍。ຄݛ為 Hausdorff ㅣ☩，زۑ᮸⿎ set-
continuity。

໳ㅙᡤ዗ݛㄏ⢵຋ዖ٥㓉ᕦ Sobolev space ㅣ☩性的⺮ᖢ。ᄓ前஖ᮀ，
ٛ໳⺮ᖢ٥「定理 10」㓉ᕦλk 與 λ̃k ㅣ☩ط୼᜜ذ㓯。⊽ഁ的ᖹ：ㆇಣ
ᕳ D 中的 Lipschitz domain D(t)，其 topologiacal type 可ڝ變動，ۑ
stability operator 的特徵值 λk 與 λ̃k ⎬ᵂㆦㅣ☩。

從ㅙⴁࡢᄓ前஖ᮀ，Ⴢ⎦٥ stability operator 的值⺾分析。ࢮ用ຄ
與特徵值的ㅣ☩性，዗ݛ⺮ᖢ٥Morse index 定理的 cmc 形式 [定理 9]。
最ᄝ஖ᮀࢱ本章的و要定理 [定理 8]，ⶪ᧲٥本章要Ꮺⷈ Jacobi 場分ۓ的و
要問題。

┷ᕦ，዗ݛ⾢຋٥ㅙ᝖ᯚᯚ㒅⿽。


	cmc上的Jacobi場與Morse Index定理
	問題的背景
	臨界狀態
	主要問題
	Morse index定理
	cmc曲面上Jacobi場的分佈
	Sobolev架構
	Sobolev space Ht的連續性
	Weyl, Chern, the 2nd-Variations, CMC surfaces
	CMC surfaces and their Applications
	彈性桿(elastic rods) 與彈性曲線(elastic curves)
	莫比烏斯帶(Möbius bands)
	幾何扭結(geometric knots)




