
蛋白質摺疊與微分幾何的關係主要體現在利用微分幾何的工具和方法來描述和

分析蛋白質的三維結構及其動態摺疊過程。以下是具體的聯繫點： 

1. 主鏈結構的幾何建模 

 空間曲線與曲率、撓率：蛋白質的主鏈（由胺基酸透過肽鍵連接形成的

鏈）可視為一條三維空間曲線。微分幾何中的曲率（curvature）和撓率

（torsion）可分別描述主鏈的局部彎曲和扭轉特性，類似於蛋白質二級

結構（如 α 螺旋和 β 摺疊）的幾何特徵。 

 應用實例：在 α 螺旋中，主鏈的週期性螺旋結構對應恆定的曲率和撓

率；而 β 摺疊的鋸齒狀結構則可能對應不同的曲率分佈。 

2. 表面形狀分析與相互作用 

 曲面曲率與功能位點：蛋白質的表面形狀（如活性位點或結合位點）可

透過微分幾何中的高斯曲率（Gaussian curvature）和平均曲率（mean 

curvature）量化。這些幾何特徵可能影響蛋白質與其他分子的結合能力。 

 應用實例：酶活性位點的高曲率區域可能更易於結合底物分子，而平坦

區域可能用於穩定相互作用。 

3. 摺疊路徑與流形理論 

 構象空間與流形：蛋白質摺疊的構象空間可視為高維流形，摺疊路徑對

應流形上的測地線（最短路徑）。微分幾何中的流形分析和黎曼幾何工

具可用於研究摺疊能量景觀的拓撲結構。 

 應用實例：分子動力學模擬中，摺疊路徑的能量最小化過程可透過流形

上的優化算法（如梯度下降）實現。 

4. 能量最小化與幾何優化 

蛋白質是一條長長的胺基酸鏈，在合成後會自發摺疊成特定的三維結構，才能

發揮功能。 

這個過程其實就是一個熱力學過程，遵循 Gibbs 自由能原則： 

G floding H T S     ，其中 H(焓 enthapy)，S(熵 entropy)，T 絕對溫度。 

1. 0H  ：摺疊時形成氫鍵、疏水交互作用、范德華力等，使系統釋放能量 

2. 0S  ：蛋白質從無序（展開）變成有序（摺疊），熵下降 

3. 但水分子原本困在疏水殘基周圍，在摺疊後釋放出來、熵上升 

結果：總體 0G   ，蛋白質可自發摺疊。 

結論：摺疊成原生結構是自由能最低狀態。 



 最小曲面與穩定結構：蛋白質摺疊的最終構象通常對應能量最低狀態，

類似於微分幾何中尋求最小曲面（如肥皂膜）的過程。透過幾何變分原

理，可預測穩定結構的幾何特性。 

 應用實例：某些蛋白質的疏水核心可能形成類似最小曲面的緊湊結構，

以減少溶劑接觸。 

5. 拓撲不變量與摺疊約束 

 環狀結構與非歐幾何：蛋白質中的環狀結構（如環肽）可能涉及拓撲約

束，其幾何特性可用微分幾何中的非歐幾里得空間（如雙曲幾何）描

述。 

 應用實例：某些環狀結構的穩定性可能與其在特定曲率空間中的嵌入方

式有關。 

6. 動態過程的幾何描述 

 纖維叢與構象變化：蛋白質摺疊的動態過程可能透過纖維叢（fiber 

bundle）理論建模，其中局部構象變化（如側鏈旋轉）透過聯絡

（connection）與整體結構關聯。 

 應用實例：分子動力學中的構象取樣可視為在纖維叢上的平行移動。 

總結 

微分幾何為蛋白質摺疊研究提供了強大的數學框架，用於分析結構的幾何特

徵、預測摺疊路徑，並優化能量景觀。儘管具體應用仍需結合生物物理和化學

知識，但幾何視角能幫助揭示摺疊機制的本質規律。例如，2021 年的一項研究

利用曲率流（curvature flow）模擬蛋白質表面形變，為藥物設計提供了新思路。

這種跨學科融合展現了數學工具在生命科學中的深遠潛力。 

1. 曲率流的基本概念 

曲率流（Curvature Flow）是微分幾何中的一類偏微分方程，描述曲面如何隨時

間演化，其形變速率與曲面的局部曲率相關。核心思想是透過調整曲率，使曲

面逐步趨向某種「更平滑」或「能量更低」的狀態。常見的類型包括： 

 平均曲率流（Mean Curvature Flow）：曲面沿法向方向移動，速度與平均

曲率成正比（類似肥皂膜收縮的過程）。 

 Ricci 曲率流：在更高維流形上調整曲率，用於解決幾何猜想（如龐加萊

猜想）。 

在蛋白質研究中，平均曲率流最常被用於平滑表面或提取幾何特徵。 



2. 為何用曲率流模擬蛋白質表面？ 

蛋白質表面並非靜態，其形狀會因以下因素動態變化： 

 構象變化（如與其他分子結合時的局部形變）。 

 溶劑效應（水分子與表面相互作用）。 

 功能需求（如活性位點的幾何匹配）。 

曲率流提供了一種數學工具，可： 

 平滑噪聲：去除實驗數據（如冷凍電鏡）中的表面粗糙度。 

 提取特徵：識別高曲率區域（如結合口袋、催化位點）。 

 模擬動態：預測表面在特定條件下的形變趨勢。 

均曲率流在蛋白質表面形變理論中的應用，主要涉及生物分子的形狀演化、動

力學模擬以及相關的幾何分析。以下是幾個主要的應用方向： 

1. 蛋白質摺疊與構象變化 

蛋白質在水溶液中的形狀變化（如摺疊與展開）可以視為一種幾何流動過

程。在某些模型中，蛋白質的表面可以看作流形，而其變形則可以用均曲率

流來描述。均曲率流會驅使高曲率區域趨於平滑，這與蛋白質表面在溶劑影

響下的演化過程類似。 

2. 生物大分子的自由能最小化 

蛋白質表面的形變與自由能密切相關，而均曲率流是一種可以驅使曲面向最小

曲面演化的機制。這與某些自由能最小化過程（如基於 Poisson-Boltzmann 方程

的電荷調控）相吻合，因此在建構蛋白質溶劑界面的數值方法時，MCF 可用來

模擬溶劑可及表面（Solvent Accessible Surface, SAS）或溶劑排除表面（Solvent 

Excluded Surface, SES）的演化。 

3. 蛋白-蛋白與蛋白-配體相互作用 

均曲率流在模擬蛋白質表面適應性變形方面也有所應用。當兩個蛋白質相互作

用時，界面形狀會發生變化，而這種變化通常受到曲率驅動。MCF 可用於建構

蛋白-蛋白或蛋白-配體結合界面形狀的理論模型，幫助理解結合部位的形變機

制。 

4. 膜蛋白與脂質雙層相互作用 

膜蛋白的嵌入與運動涉及蛋白質表面與脂質雙層的形狀適應問題。均曲率流可



用來模擬脂質雙層如何根據蛋白質的形狀變化來重新排列，以達到穩定的狀

態。例如，在某些膜融合與囊泡形成過程中，均曲率流可用於模擬曲面演化，

從而幫助理解生物膜的形態學變化。 

5. 數值模擬與計算方法 

在計算生物學中，均曲率流常用於發展新的數值演算法，以提高蛋白質表面形

變的計算效率。例如，基於水平集方法（Level Set Method）或相場方法（Phase 

Field Method）的均曲率流數值解法，可用於模擬蛋白質表面形狀的演化，並與

分子動力學（Molecular Dynamics）或布朗動力學（Brownian Dynamics）聯合應

用。 

 

3. 2021 年研究的關鍵方法與突破 

（1）研究背景 

 目標：開發一種基於曲率流的算法，精準模擬蛋白質表面在結合小分子

或發生構象變化時的局部形變。 

 挑戰：蛋白質表面幾何複雜（含孔洞、溝槽），且需結合物理化學性質

（如疏水性、電荷分佈）。 

（2）核心技術 

 幾何離散化：將蛋白質表面網格化（如三角網格），並在離散網格上定

義曲率流方程。 

 耦合能量項：在曲率流方程中引入生物物理約束（如靜電勢能、疏水效

應），使形變符合實際能量景觀。 

 動態模擬：透過數值方法（如有限元法）迭代求解曲率流，追蹤表面隨

時間的演化。 

（3）關鍵算法步驟 

1. 輸入數據：從 PDB 數據庫獲取蛋白質結構，生成初始表面網格。 

2. 曲率計算：計算每個網格點的高斯曲率與平均曲率。 

3. 流方程求解： ( ) ( )
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其中，H 為平均曲率，n 為法向量，x 為表面點位置。 



4. 能量約束：在方程中加入懲罰項，防止形變違反關鍵物化性質（如活性

位點形狀的保持）。 

5. 可視化與分析：輸出平滑後的表面，標註高曲率區域（潛在功能位

點）。 

（4）突破性成果 

 精準定位結合位點：相比傳統方法（如基於體積的探測），曲率流模擬

能更敏感地識別微小凹槽（如 COVID-19 刺突蛋白與 ACE2 受體的結合區

域）。 

 動態形變預測：成功模擬了 GPCR（G 蛋白偶聯受體）在信號傳導中的

表面形變過程，與實驗觀測一致。 

 藥物設計應用：用於優化小分子與蛋白質表面的幾何互補性，減少計算

化學的搜索空間。 

4. 實際案例：COVID-19 刺突蛋白研究 

 目標：分析刺突蛋白（Spike Protein）表面如何形變以結合 ACE2 受體。 

 方法： 

1. 對刺突蛋白的靜態結構施加曲率流，模擬其表面在「結合前後」

的平滑化過程。 

2. 識別出在流動過程中保持高曲率的區域（即關鍵結合殘基，如

RBD 結構域）。 

 結果：成功預測了突變株（如 Omicron）的結合位點形變，解釋其更高的

傳播力。 

5. 技術優勢 vs. 傳統方法 

傳統方法 曲率流方法 

基於體積或拓撲分析（如 PocketFinder） 基於微分幾何的連續性模型 

靜態結構分析 可模擬動態形變 

對微小特徵不敏感 高解析度捕捉曲率變化 

忽略表面能量景觀 耦合物理化學約束 

6. 未來方向與挑戰 

 多尺度模擬：結合曲率流與分子動力學（MD），跨尺度分析從原子運動

到宏觀形變。 

 機器學習整合：用曲率特徵訓練 AI 模型，加速藥物篩選（如 AlphaFold

的幾何約束）。 



 實驗驗證：需更多冷凍電鏡或 X 射線晶體學數據，驗證模擬形變的真實

性。 

總結 

2021 年的曲率流研究標誌著微分幾何工具在結構生物學中的深度應用，不僅提

供了一種新的表面分析視角，更為藥物設計（如靶向變構位點）和蛋白質工程

（如設計穩定突變）開闢了數學驅動的新路徑。這項技術的潛力在於：將抽象

的幾何理論轉化為解決實際生物醫學問題的強大工具。 


