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§ Lie group and DE 

 

 

 

先把(3.1)式寫成 
( , )

( , )

dy N x y

dx M x y
= …(2) 

 
 

定理(Lie 1874) 

假設 t 是(2)穩定(stable)的單參數群(1-parameter group)，則存在函數 U(x,y)使得

,
U N U M

x M N y M N   

 − 
= =

 −  −
，且 U(x,y)=const.是(2)式的解 

 

即
Mdy Ndx U U

dx dy
M N x y 

−  
= +

−  
是一個 exact form 

而 1( )M N  −− 是 Mdy-Ndx=0 的積分因子 
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例 
2 2

2 2

( )

( )

dy y x x y

dx x y x y

+ +
=

− +
 

 

2 2 2 2 2 2
( ) ( )

Mdy Ndx x y
y dy x dx

x y x y x y

−
= − − +

+ + +
即

U U
dx dy

x y

 
+

 
 

cos sin , sin cosx x t y t y x t y t
 

= − = +  

0( , ) ( , ) ( , )t

d
x y y x

dt
 

 

== = −  

所以 X y x
x y x y

 
   

= + = − +
   
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2 2
( ) ( ) 0
xdy ydx

ydy xdx
x y

−
− + =

+
 

2 2

( , ) arctan( )
2

y x y
U x y

x

+
= − ，解 U(x,y)=c 可以寫成 2 21

tan( ( ) )
2

y x x y c= + +  

註 1

2 2
(tan )

xdy ydx y
d

x y x

−−
=

+
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形如 ( )
dy y

f
dx x

= 的李群是 : ( , ) ( , )t t

t x y e x e y =  

所以 X x y
x y

 
= +

 
 積分因子為 1( ( ) )

y
y f x

x

−−  

 

 

 


