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§ Lie Groups ＆ Lie Algebra 

§1 定義 

Lie group G 

1

: ( , )

:

G G G a b a b

G G a a−

 → → 

→ →
群運算與微分結構相容 即左邊的 mapping 是可微分的 

 

Lie algebra V with Lie bracket 

1. 雙線性 

2. [A,B]=-[B,A] 

3. Jacobi identity 

Lie algebra(the tangent space to G at identity)扮演重要腳色，G 的群運算在
eg T G

−

=

上定義一種雙線性扭對稱運算 bilinear skew-symmetric operation)。G 的許多基本

性質由相關的李代數性質決定，同樣地 李代數也是研究李群結構與其表現之

鑰。 

 

§2 例子 

      Lie group           Lie algebra 

O(n)={ }t

n nA M A A I =     ( ) { 0}t

n no n A M A A=  + =  

( ) { det 1}n nSL n A M A=  =   ( ) { 0}n nsl n A M trA=  =  

(S.Lie 稱為 infinitesimal group，H Weyl 稱為 Lie algebra) 

SL(n)   detA=1                         O(n) tA A I=  

f

M R→                                
f

M S→  

detA A→                             tA A A→  

Then 1( ) (det )( )Adf B A trA B−=             ( ) t t

Adf B B A A B= +  

( )Idf B trB=                            ( ) t

Idf B B B= +  

sl(n)= ker( ) 0e IT G df trB= → =              o(n) ker( ) t

e IT G df B B O= = → + =  

即 sl(n)= 0A M trA =                  o(n)= tA M A A O + =  
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§3 Hyperbolic Plane 

習作 7.17 (3) 

一個李群 G 是一個平滑流形(smooth maniflod) 同時是一個群 使得群的運算 

G G G →    G G→  

( , )g h gh    1g g −  都是可微映射 

我們把  2( , ) 0H x y R y=   上的每一點與可逆仿射映射(affine map)

: , ( )h R R h t yt x→ = + 等同(identify)，所有這樣的映射所成的集合在結合律下為

一群 因此我們在 H 上引入(induce)一個群結構 

試證 

(a)這個誘導的(induced)群運算為 ( , ) ( , ) ( , )x y z w yz x yw = +  

因此 H 是一個李群 
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* * *( ) [ , ] [( ) , ( ) ]g g gL X Y L X L Y= 即[ , ] [ , ]V V

eX Y X Y=  

 

因為 VX y y
x y

 
 

= +
 

，所以 XV 的 flow 是微分方程
x y

y y










=


 =

的解， 

若 0   則
0

0
0 ( 1)

t

t

y y e

y
x x e







 =



= + −


，此時
( 1)

exp( ) ( , )
e

V e






−
=  

若 0 =  則
0

0 0

y y

x x y t

=


= +
       ，此時exp( ) ( ,1)V =  

Exp: H→ ，
0 0( , ) (0,1), 1x y e t= = =  
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( , )
0 1

y x
x y

  
→ 
 

， ( , ) ( ) ( ), (0,1)g h g h I   = =  

0 1 0 1 0 1

y x z w yw yz x+    
=    

    
，所以可以說

0 1

y x 
 
 

是 H 的 representation 

這個群運算讓 H 成為 GL(2)的子群 

一個曲線 : ( , )c H − → ，c(0)=I 

則
( ) ( )

( ) , (0) 0, (0) 1
0 1

y t x t
c t x y

 
= = = 
 

， 

其在 t=0 的導數 (0) (0)(0)
0 00 0

y xc
 

 
    

 = =      

就是在 的矩陣形式 

其 Lie bracket 為

0
[ , ]

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

             −           
= − =           

           
 

 

for 0   

for 0 =  

這裡可以看到 Lie group H 的(1)Lie bracket (2)exp 的計算都變成矩陣運算 

 

§4 Group action  G 是李群， DiffM 是 M 到 M 的 diffeomorphism 

G DiffM


→ 滿足 

1. (1) id =  

2. ( ) ( ) ( )gh g h  =  

3. G M M →  ( , ) ( )g m g m →  is a smooth map 

 

例如 

(1) GL(n,R) acts on Rn 

(2) O(n,R) acts on 1n nS R−   

(3) U(n) acts on 2 1n nS C−   

Representation V 

g G ，assign a linear map ( ) :g V V → 使得 ( ) ( ) ( )g h gh  =  
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Orbit(軌道) m M  ， { }m g m g G =   

Stabilizer(isotropy subgroup 迷向子群) { }mG g G g m m=  =  

 

§5 在物理上的應用 

李群與李代數如何應用在解決對稱性上 
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