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§ Darboux transformation 

§01 KdV equation and its Darboux transformation 

One-dimensional Schrodinger equation： ( )xx u x       

(  is a given function called potential function and   spectral 

paremeter。) 

一維定態薛丁格方程
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Darboux 發現(1882 年) 
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( , ) ( ', ')u u  會 preserve 原方程，即 ' ' ' '( )xx u x      

(1)是最原始的 Darboux transformation。 

§02 Darboux transformation for KdV 方程 

6 0t x xxxu uu u    KdV 方程 1885 
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(2)式就稱為 KdV 方程的 Lax Pair 

第一部分是一維薛丁格方程(空間部分的特徵值問題) 

第二部分是時間問題，描述波函數的時間演化。 

 

1. Lax 對： 

算子 L(Schrodinger 算子)： 2 ( , )xL u x t    

這個算子出現在靜態的特徵值問題中：L =    

算子 A(演化算子)：
3

3
A= 4 6 3 xu u

x x
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這個算子描述了波函數隨時間的演化： t A   

2. 相容條件： 

KdV 方程等價於算子方程(即 Lax 方程) [ , ]
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在 Darboux 變換的語境下，如果你是在尋找如何從一個已知解 u 構造新解 'u ，

通常會用到上述線性系統的解 ： 

(1) 建立線性系統 
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(2) 透過 Darboux 變換構造新位能：
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3. 構造 Darboux 變換矩陣 

引入對數導數 1,

1

x
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 ，構造 Darboux 變換矩陣
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該矩陣將原 Lax 對轉換為新 Lax 對，對應勢函數 1 0 2 xu u    

4. 生成新解 

例如若種子解為 0 0u  ，特徵函數 2

1 cosh( ( 4 ))k x k t    則

1, 2
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新解為 2 2 2

1( , ) 2 sech ( ( 4 ))u x t k k x k t    

 

Darboux 變換之所以將兩者聯繫起來，是因為 KdV 方程本質上描述了薛丁格算

符位能在保持其散射數據（Scattering data）特定演化規律下的形變過程。 

附錄： 

The KdV equation： 
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從給一已知解生成新解的 AI prompt： 

「請根據以下 KdV 的 Darboux 變換步驟，從
0 0u  生成新解

1u ： 

1. 給定 Lax pair 2 ( , )xL u x t   ，
3

3
A= 4 6 3 xu u

x x
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 
 

2. 令
0 0u  ，解出對應的特徵函數

1 滿足
1 1L    

3. 定義 1,
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4. 使用 Darboux 變換矩陣
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5. 透過變換得到新解 1 0 2 xu u      

請詳細展示推導過程與最終 1u 的表達式。」 

設 2k    得到 2 2 3

1( , ) 2 sech ( 4 )u x t k kx k t   (振幅為 22k ，傳播速度為 24k ) 

KdV 方程有無窮多個保守量。可以驗證單孤立子解 1u  的前兩個守恆值： 

1. 質量 1I udx

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2. 動量 2

2I u dx
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
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§ 為什麼 sine-Gordon 方程 sin 0tt xx     也有 Lax 對 

因為 sine-Gordon 方程在本質上描述了曲面的幾何變形，且與「矩陣形式」的

譜問題（AKNS 系統）相容。 

「考慮 sine-Gordon 方程的 Lax 對： 
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0 0  ，生成新解
1  」 

[孤立子理論中的達布變換及其幾何應用] 胡和生 

 

1. 不同的算符類型：從純量到矩陣 

KdV 方程對應的是單個函數的薛丁格方程，而 sine-Gordon 方程對應的是

2 2  矩陣形式的線性系統。 

1974 年，Abowitz、Kaup、Newell 和 Segur 發現了一套統一的框架，稱為

AKNS 系統。 

他們證明了許多非線性 PDE 都可以寫成如下的矩陣演化 

空間演化： ( , )x U      

時間演化： ( , )t V      

對於 sine-Gordon 方程，其 Lax 對通常寫成包含 Pauli 矩陣的形式。這意味著

sG 方程的解決定了波函數 如何在空間與時間中「旋轉」。 

2. 幾何意義：負常曲率曲面 

 

3. 完全可積性的家族特徵 

與有 Lax 對是完全可積的身分證。 

sine-Gordon 方程、KdV 方程與非線性薛丁格方程共同具備以下特徵： 

(1) 無限多個守恆律。 
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(2)  孤立子碰撞後的穩定性。 

(3) 可以透過 IST 求解。 

 


