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§ Dispersion and Solitons 

Peter J. Olver 

§ 色散(dispersion)： 

如果一個方程的相速度依賴於頻率或波數，就稱為色散方程。 

例  

KdV 方程 0t x xxxu uu u   線性化後色散關係為 3 2, pk v k   (相速度依賴 k)是

色散方程。( pv
k


  ) 

Schrodinger 方程 0tiu u   平面波 ( )( , ) i kx tu x t e  代入，
2

k    

因此 pv k  不同頻率速度不同色散 

若相速度 pv
k


 與 k 無關則為非色散方程。 

也就是所有波長、傳播速度相同，波形保持不變。 

例如 2

tt xxu c u  ( )i kx tu e   2 2 2 , pc k v c
k


    是常數，是非色散方程。 

§ 線性色散波 

例 0t xxxu u    

2

(0, ) ( ) xu x f x e   x     

要利用 Fourier 變換求解這個偏微分方程，我們可以將其從空間域 x 轉換到頻

率域。 

1. 對 PDE 作 Fourier 變換 

對 x 變量施加 Fourier 變換 { ( , )} ( , )F u t x u t 


   

時間項 { }t
u

F u
t







  空間項：根據微分性質 3 3{ } ( )xxxF u i u i u 
 

     

代入原方程得到一個關於 t 的 ODE 3 0
u

i u
t






 


  

2. 求解頻域下的 ODE  得
3

( , ) (0, ) i tu t u e  
 

   

3. 處理初始條件 

2

(0, ) ( ) xu x f x e  ，

2

2
4{ }ax tF e e

a


 

    
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a=1 時，

2

4(0, )u e


 
 

   

代入頻域解中 

2

3
2

34( , ) exp( )
4

i tu t e e i t


 
   

 

     

4. 進行 Fourier 逆變換 

1

2
3

1
( , ) { ( , )} ( , )

2

1
exp( ( ))

42

i xu t x F u t u t e d

i x t d

  



  



 








 

   





  

5. 最後
2
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( , ) exp( )cos( )

42
u t x x t d


  






    
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